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principes du Calcul. Différentiel & du 
Calcul Intégral , de la manière dont ils font 
préfentés dans la plupart des Ouvrages qui 
en traitent, n'ont point ce degré d'éviderice 
qui eft le fondement de la certitude. En effet, 
quelle idée nette & précife peut-on fe for- 
mer d'une quantité infiniment petite? & l'Ana- 
lyfe , qui a pour objet de calculer les rapports 
que ces quantités ont entr elles, peut-elle être 
regardée comme faifant partie des Sciences 
exa&es ? 

Tels étoient les raifonnemens dé Rolle 
& des Géomètres qui rejetterent ces Calculs 
dans leur naiffance. D'autres, comme Nieu- 
ventit, admettoient feulement les infiniment 
petits du premier ordre ; fans faire attention 
que fi l'on pouvoit concevoir dans le cercle 
une corde infiniment petite du premier ordre, 
l'abfciffe ou finus verfe correspondant feroit 
infiniment petit du fécond; Ôc que fi la corde 
étoit infiniment petite du fécond, l'abfciffe 
feroit infiniment pètite du quatrième , &c ; 
puifque le diamètre qui eft fini eft toujours 
a la corde , comme la corde eft à l'abfciffe cor- 
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refpondante. Plufieurs de ceux même qui 
avoient d'abord été de très-zélés défenfeurs 
des infinis , effrayés des difficultés jju'on leur 
faifoit, ne regardèrent plus les différentielles 
comme des quantités infiniment petites ; mais 
comme des quantités incomparablement plus 
petitQs que celles dont elles font les différen- 
tielles , ce qui ruinoit abfolument lexa&itude 
de la Méthode. 

Cependant Newton avoit publié fes Prin- 
cipes Mathématiques de la rhilojophie natu- 
relle j où toutes ces difficultés font réfolues. 
Mais alors cet Ouvrage admirable ne .pou- 
voit point être entendu du plus grand nombre 
des Géomètres. Ceux à la portée de qui il. 
étoit , Leibnitz , les Bernoulli y Taylor > Côtes , 
le Marquis de l'Hôpital, travaillèrent bien plus 
à augmenter l'édifice du Calcul Différentiel & 
du Calcul Intégral , qu'à en ^clàirèr l*entréé. 

Ce que Leibnitz & fes difciples nomment 
différence infiniment petite ou différentielle , 
Newton le nomme fluxion. Il <;onfidere les 
quantités mathématiques comme engendrées 
par le mouvement ; il cherche lé ràpport des 
viteffes variables avec lefquelles ces quantités 
font décrites ; & ce font ces viteffes qu'il ap- 
pelle fluxions des quantités. Ces principes ne 
répugnent point à la rigueur mathématique; 
nous dirons cependant qu'introduite dans l'Al- 
gèbre & dans la Géométrie le mouvement, 
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ceft y introduire une idée àbfolument étran- 
gère & qui neft point affez fimple. Plus de 
cinquante ans après > 4 Foccafion de quelques 
Ouvrages qui pafoiffoknt contre les nou- 
veau x Calculs , Maclaurin ■> fun des plus grands 
'Géomètres que l'Angleterre ait eu > a com- 
pofé tin Traité dans lequel il seft propofé 
pour but principal de faire voir que la Mé- 
thode direâe & inverfe des Fluxions eft aulH 
rigoureufe que celle des Anciens. Mais les 
démonftrations de cet Autetij font aufli fon- 
dées fur la théorie du mouvement; & la vraie 
métaphyfique du Calcul Différentiel & du • 
Calcul Intégral , celle qui fe déduit fi facile- 
ment de la Méthode des Anciens Géomètres , / 
connue fous le nom de Méthode des limites, 
étoitabfolument inconnue, lorfqueM. d'Alem- 
bert fa publiée dans le tome IV de l'Ency- 
clopédie. Je vais entrer en matière par expofer 
cette métaphyfique , 6c je tâcherai, de le faire 
avec toute la clarté dont elle eft fufceptible. 

Les Sciences mathématiques ont pour ob- 
jet unique de comparer les grandeurs , pour 
parvenir à connoître les rapports qu elles ont 
entr elles. Dans chaque efpéce de grandeurs , 
on en prend une pour unité ; & cette unité , 
qui eft abfôlument arbitraire , fert de mefure 
pour déterminer les rapports des grandeurs de 
fon efpéce. En effet, je ne puis affirmer autre 
. chofe de la diftance de deux objets , par exem- 
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pie , finon que cette diftanc&eft plus ou moins 
grande que telle autre ; & définitivement qu'il 
y a même rapport géométrique entr'elle ôc 
fon unité de convention , qui fera fi Ton veut 
la toife , qu'entre un certain nombre abftrait 
& l'unité abftraite. C'eft dans ce fens qu'il faut 
entendre plufieurs expreffions abrégées dont 
fe fervent lçs Géomètres , & qui pourroient 
induire en erreur. Ils difent, par exemple, 
qu'un redangle eft le produit de fa bafe mul- 
tipliée par fa hauteur; .mais on ne peut pas 
multiplier une ligne par une ligne, puifqu un 
des fadeurs de la multiplication doit nécef- 
fairement être un nombre abftrait. Que peut 
donc fignifier cette propofition ? Elle fignifie 
qu'il y a même rapport géométrique entre le 
redangle en queftion & 1 unité de furface dont 
les deux dimenfions font égales chacune à 
, l'unité linéaire, qu'entre le nombre abftrait 

3ui naîtra de la multiplication du nombre 
'unités linéaires de la bafe par le nombre 
d'unités linéaires de la hauteur , & l'unité abf- 
traite. Une autre de ces expreffions qui revient 
très-fouvent dans les Mathématiques mixtes, 
c'eft celle-ci : la viteffe eft proportionnelle à 
l'efpace divifé par le tems. Eft-ce qu'on peut 
comparer des grandeurs d'efpéce différente ? 
Ne fait-on pas que dans toute divifion, une 
de ces deux chofes , le divifeur ou le quo- 
tient, doit néceflairement être un nombre 
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abftrait ? Mais Ci cette expreffion fignifie que 
fa viteffe eft proportionnelle au quotient de 
k divifion de deux nombres abftraits , dont 
l'un eft le rapport de l'efpace à l'unité d'ef- 
pace , & l'autre le rapport du téms à l'unité 
de tems , il n'y aura plus de difficulté. Enfin , 
on n'en trouvera aucune à voir dans une même 
équation des grandeurs de nature différente ; 
puifqu'effe&ivement ce ne font pas ces gran- 
deurs que l'on compare, mais le rapport de 
chacune à fon unité de convention. 

Un de ces rapports qui a pour numérateur 
l'unité , ne deviendra moindre ou plus grand , 
que parce que fon dénominateur augmentera 
ou diminuera. S'il augmentç , le rapport ap- 
prochera continuellement de zéro , fans jamais 
devenir nul ; d'où il fuit que l'idée que nous 
nous faifons de zéro , eft celle d'une limite dont 
les rapports qui diminuent peuvent approcher 
continuellement, fans jamais fe confondre 
avec elle. Il n eft pas moins clair que pour 
ce qui eft de l'accroifTement dont ce rapport 
eft fufceptible, nous ne voyons autre chofe 
finon qu'il approchera continuellement de 
l'infini, fans jamais pouvoir y atteindre. Ainfi , 
nous n'avons de l'infini d'autre notion exafte 
que celle-ci : qu'il eft la limite dont les rap- 
ports qui augmentent , approcheront toujours 
de plus en plus, quoiqu'ils n'y atteignent ja- 
mais. 
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Les grandeurs qui décroiflent ou croiflenc 
continuellement, ne tendent pas toutes à Rap- 
procher de zéro ou de l'infini. Plufieurs ont 
pour limites d'autres grandeurs. Le cercle , 
par exemple : , eft la limite des polygones inf- 
crits & circonfcrits. En augmentant le nom- 
bre des côtés de ces polygones , ils s'appro- 
cheront toujours du cercle de plus en plus, 
& pourront en différer aufli peu qu'on voudra ; 
mais jamais rigoureufement ils ne fe confon- 
dront avec lui. 

De cette autre notion de limite , il eft facile 
de conclure : i°. que deux grandeurs qui font 
la limite d'une même grandeur , font nécef- 
% Virement égales entr'elles; car s'il y avoit 
entr'elles quelque différence, la troifiéme ne 
pourroit approcher de lune des deux de plus 
près que de cette différence , ce qui eft contre 
i'hypQthèfe : 2 0 . que fi deux grandeurs , qui 
croiffent ou décroifTent continuellement, con- 
fervent entr'elles la même raifon invariable, 
cette raifon fera celle des limites des deux 
grandeurs. Ceft fur ces deux propofitions fi 
fimples que la Méthode des Limites eft fon- 
dée ; elles font les principes de toute la Géo- 
métrie transcendante ; principes qu il faudroit 
fur-tout employer dans les Ouvrages élémen- 
taires , où il eft fi important de ne point don- 
ner d'idées vagues & imparfaites , pour en 
bannir ce genre de démonftrations qui fuppo- 
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ferft qi*e Ion puiflfe concevoir l'infini comme 
exiftant réellement. 

Je remarquerai à et fujet qu'il y a deux 
chofes très-diftinûes à confidérer dans la ma- 
nière dè traiter quelque partie que ce foit 
des Sciences Mathématiques ; les principes 
fondamentaux de la Méthode qui n'ont pas 
pu varier ; & la Méthode elle-même qui eft 
devenue plus générale & plus fimple. On a 
prétendu qu'en fe Amplifiant elle avoit perdu 
de fa rigueur ; comme fi l'exaârtude confit 
toit à fatiguer fon Leâeur dans une route 
tortueufe & embarraffée. Gelle que les An- 
ciens ont fuivie , feft à un point , que des 
propofitions , qu'à peine des Géomètres les 
plus habiles pourraient entendre dans leurs 
Ouvrages , fe démontrent maintenant avec la 
plus grande facilité. Hé quoi ! ne rencontre- 
t-on point affez de difficultés naturelles à vain* 
cre dans une carrière auffi étendue que celle 
des Mathématiques , pour n'en* point faire 
naître d'inutiles? Le feul but que Ton doive 
fe propofer , eft d'arriver le plus dire&ement 
qu'il eftpoffible à la Certitude ; & elle eft uni- 
quement fondée fur l'évidence des principes* 

Cependant il faut avoir attention de ne ' 
point tranfporter les principes d'une Science 
moins fimple , dans une qui l'eft davantage; 
comme , par exemple , de ne point faire uiage. 
dans la Géométrie des principes» de la Mécha- 
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nique. Mais on a pu appliquer l'Algèbre à la 
Géométrie, & chacune de ces deux Sciences 
à la Méchanique. C'eft même à l'application 
que Defcartes a faite de l'Algèbre à la Géomé- 
trie , qu'on doit fixer l'époque de la révolution 
qui a rapidement élevé toutes les parties des 
Mathématiques au degçé de perfeâion où nous 
les voyons aujourd'hui. 

L'Algèbre nous a donné les moyens d'ex- 
primer généralement les grandeurs dont celles 
que l'on nomme tranfcendantes font les li- 
mites ; & de trouver par-là d'autres limites 
des premières quantités , qui feront les valeurs 
des tranfcendantes. Pour donner un exemple 
bien fimple de l'ufage dont cette régie peut 
être ; nous remarquerons que le cercle étant 
la limite des polygones infcrits , on trouvera 
la furface du cercle , en cherchant d'abord la 
furface de tout polygone régulier infcrit. 
Celle-ci a pour exprelfion le produit de trois 
fadeurs qui font, le rapport du contour du 

f olygone au rayon , la moitié du rayon , & 
excès du rayon fur la flèche. Or > plus la 
flèche diminuera y plus le rapport du contour 
du polygone au rayon approchera du rapport 
de la circonférence du cercle au rayon ; & 
plus par conféquent l'expreffion dont il s'agit 
approchera du produit fait de la circonférence 
multipliée par la moitié du rayon. Donc ce 
produit , qui eft la limite de l'expreflion da 
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tout polygone régulier infcrit, eft égal à la 
firface du cercle. Maintenant voici un Théo- 
rème dont la dëmonft ration eft fondée fur le 
fecond principe. *■::.. • 

Si on conçoit qu'un cercle & une ellipfe 
aient un axe commun , que je ûippoferai être 
le grand axe de Tellipfe ; tout polygone inf- 
crit dans le cercle fera au polygone corres- 
pondant infcrit dans lellipfe, comme le grand 
axe de lellipfe eft au petit axe. Or plus on 
augmentera le nombre des côtés de ces poly- 
gones, plus ils approcheront, l'un du cercle, 
l'autre de l'ellipfe, en confervant toujours 
entreux la même raifon. Ainfi , par le fécond 
principe , cette raifon invâriable doit être celle 
de leurs limites , cèft-à-dire du cercle & de 
lellipfe. . • . i « . 

Toute la Géométrie tranfcendante ne con- 
fifte qu'en des ufages femblables des deux' 
principes que nous avons énoncés^ Sol sagif- 
foit de trouver les tangentes de toutes fortes 
« courbes, leurs plus grandes ou leurs moin- 
dres abfcifTes & ordonnées, leurs points d'in- 
flexion & de rebrou fTemcnt , leurs dévelop- 
pées , leurs points multiples , ôcc ; on feroit 
voir par des conftru£^ions bien (impies que 
ces queftions peuvent fe réduire à chercher, 
au moyen de l'équation de la courbe , la limite 
du rapport entre la différence de deux abC- 
ciffes consécutives , & celle des deux ordon- 



nées correlbondantes. Ces différences fiant go 
qu'on appelle différence de l'abfcifle 8c diffé* 
rence de l'ordonnée ; en général la différence 
d'une variable eft la quantité dont cette va- 
riable augmente ou diminue dans un tems 
donné. AinG le Problême auquel fe réduifent 
les queftions précédantes doit s'énoncer cohh 
me il fuit : Trouver les limites des rapports 
entre les différences des quantités variables 
dont lfc rapport eft dqnné. Le Problème in» 
verfe, où il s'agi& de -remonter des limites 
des rapports encre les différences au rap- 
port même des quantités , s'étend aux Qua-* 
dratures des lignés courbes , à leurs Rec- 
tifications , à leurs Centres de gravité , aux 
Solides formés par leurs révolutions , aux Sur- 
faces de ces-Solides, aux Centres de gravité 
de ces Surfaces ôc de ces Solides, &c ; de 
forte que ft les déterminations précifes de 
toutes ces chofes font impoflibles, il donne 
les moyens d'en approcher affez , pour que 
dans l'ufage on n'ait rien à defirer. Le Cal-> 
eul Différentiel & le Calcul Intégral, ou la 
Méthode direâe & la Méthode inverfe des 
fluxions , n'ont pour objet que les folution^ 
de ces deux Problêmes. 

Newton avoit trouvé ces Calculs dès 1 6 69. 
Ce ne fut cependant que vers 1687, qu'ils 
commencèrent à fixer l'attention des Géomè- 
tres, Leibnitz ôc les deux frères Jacques & 
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Tean BernouUi , doivent être regardés comme 
les premiers qui les rendirent célèbres par le 

f and nombre d'applications qu'ils en firent, 
n 1 690 y Jacques JBernoulli s'en fervit pour 
îéfoudre le Problème de la courbe ifochrone, 
que Leibnitz avriit propofé quelques années 
auparavant ; 6c propofa lui-même celui de la 
chaînette cpii fiit réfolu par fon frère. Celui-ci 
publia en 165*7 * ^ es premiers efïais du Càlcul 
Exponentiel^ cette même année ayant réfolu 
le Pfcoblême de la Brackyjtoehrone , ou de la 
ligne, de la plu& vite defcente 9 il le propofa 
aux Géomètres. Le tems donné pour le ré- 
foudre étant expiré , on n en vit paroître que 
quatre folutions qui étoient de Newton , Leib- 
mtz, Jacques 
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Tannée précédente îovi<AnaLyf* des infiniment 
petits y Ouvrage où tes principaux ufages du 
Calcul Différentiel font expofés avec beau- 
coup d'ordre & de clarté. 
jjÉ£Les Géomètres s'occupèrent enfuitede plu- 
fieurs autres queftions dont nous ne citerons 
que les plus, célèbres. Telle efti celle des Tra- 
jecloires orthogonales , dont là fokition géné» 
raie dépend d un très-beau Théorème de Leib- 
nitz pour diffié rentier fous le figne* Tels font 
deux; autres Problêmes du genre de celui de 
la Brachyjlochrone ; je veux parler du Pro* 
blême des Ifofèfimems que Jacques BernouUi 
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propofa publiquement à fon frère , en joignant 
a fon cartel la promefTe dune certaine fomme ; 
6c de celui du folide de la moindre réfiftance 
dont Newton avoit donné la folution fans 
analyfe dans l'Ouvrage des Principes imprimé 

Eour la première fois en 1687. Tel eft encore 
t Problême des Courbes tautochrones. L'hif- 
tqire des différentes folutions qu'on a données 
de ces Problêmes depuis les tems dont nous 
parlons jufqu'à nos jours, feroit bien propre 
a faire voir les progrès fùcceffifs de l' Analyfe. 

Ces efpéces de défis que fe faifoient les 
Géomètres les encouragèrent à perfe&ion- 
ner- l'inftrument de la vkîoire ; & dès-lors le 
Calcul Intégral fît des progrès allez confidé- 
rables. Nous voyons qu'en 1702 , Jean Ber- 
noulli avoit indiqué la manière d'intégrer les 
fraûions rationnelles ; qu'il s'occupa à peu 
près dans le même tems avec fuccès de la 
féparation dès variables dans les équations 
différentielles. Le Traité de Newton fur la 
quadrature des courbes parut en 1 704 ; il ren- 
ferme de très-belles méthodes pour rapporter 
autant qu'il eft poflible les intégrales aux aires 
îles fe&ions coniques; théorie que Côtes Am- 
plifia beaucoup en faifant voir qu'on peut tou- 
fours réduire ces intégrales aux logarithmes 
& aux arcs de cercle. Côtes étoit mort fort 
jeune, lorfque fon Livre, qui a pour titre 
Harmonia menfurarum ? fut publié par Robert 

Smith 
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Smîth en 1722. Cet Ouvrage fut mieux reçu 
des Géomètres du continent que celui de 
Taylor , intitulé Methodus incrementorum , qui 
avoit paru fept ans auparavant. Ce favant 
homme eft. traité dans plufieurs écrits avec 
une injuftice dont malheureufement Thiftoire 
des Sciences 6c des Lettres n'offre que trop 
d'exemples. 

Plus onavançoitdanslesThéories dont nous 
venons déparier, plus on fentoit la néceffité 
deperfe£Honner celle des Suites qui prit naif- 
fance plufieurs années avant l'époque de la dé- 
couverte des nouveaux Calculs. Yl Arithméti- 
que des infinis de Wallis , qui vit le jour en 
i5j y 9 renferme de très-belles chofes fur cette 
matie(èV dont plufieurs furent immédiatement 
pcrfeûipjnnées par Milord Brouncker , que 
la découverte des fra&ions continues a rendu 
célébré , par Mercator & par Jacques Gré- 
gori.Dànsle tems que ces nouveautés faifoient 
le plus de bruit , c'eft-à-dire vers l'an 1 669 f 
Newton avoit . compofé tous les matériaux 
qu'il a mis depuis en œuvre dans l'Ouvrage 
intitulé Methodus fluxionum & ferierum infi- 
nitarum , qui fut achevé en 1 67 1 . Cet Ouvrage 
ne parut qu'après fa mort ; les chagrins que 
ce grand homme éprouva long-tems à Toc- 
cafion de fes nombfeufes découvertes, ne 
lui permirent pas de céder aux follicitations 
de Barov & de plufieurs autres favans Géo- 
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métrés qui le preflbient de le donner au Pu- 
blic, Il en tira en 1 7 1 1 fon Analyfis per 
oequationes numéro terminorum infinitas r, qu'il 
publia avec trois autres Ecrits latins , qui ont 
pour titre: De quadratura curvarum > Enutne- 
ratio linearum terni ordinis,, & Methodus dif- 
ferentialisy dont les deux premiers paroiflbient 
pour la féconde fois, L'Quvrage entier ne fut 
publié qu'en 1736, par Colfon, qui même 
ne le donna pas en original , 'mais traduit en 
anglois. C'eft fur cette verfion que fut faite 
la tradu&ion françoife donnée en 1740 par 
M. le Comte de Buffon, & qu'il accompagna 
d une très-belle Préface hiftorique. 

Ceux des matériaux dont nous vêtions de 
parler , qui ont le plus de rapport à la'théôrie 
des fériés, font la formule du binothè j le pa- 
rallélogramme analytique , la méthode du. re- 
tour des fuites , une méthode poiir'réfoudife 
par approximation les équations numériques. 
Leibnitz, Jacques & Jean Bernoulli enri- 
chirent à peu près dans le même ternS cette 
théorie de plusieurs découvertes importantes. 
On en trouve une du même genre, bien digne 
d'être remarquée , dans l'Ouvrage de Taylor ; 
c'eft fon Théorème pour développeries fonc- 
tions en fuites infinies au moyen du Calcul 
Différentiel. Moivre fait ufage de la Méthode 
différentielle de Newton, ou du Calcul des 
différences finies pour trouver le terme géhé- 
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rai des fuites qu'il nomme récurrentes. Il 
tranfporte ce même Calcul dans la théorie des 
probabilités dont il recule les limites. 

Les progrès d'une "Science dépendent de 
la rapidité avec laquelle fe fuccédent les gé- - 
nérations d'hommes doués du génie nécef- 
fàire pour les cultiver avec fuccès. Les Ma- 
thématiques jouiffent de ce rare avantage de- 
puis plus d'un fiécle. Defcartes, Huyghens, 
Koberval, Fermât, &c, furent immédiate- 
ment fuivis de Newton, Leibnitz, Jacques 
& Jean Bernoulli , &c , qui virent naître les 
Géomètres qui ont illuftré ces derniers tems, 
& que je vais tâcher de faire connoître , fans 
cependant trop m'écafter des bornes que je 
dois prefcrire à ce Difcours. 

La théorie des Equations de condition , dont 
Nicolas Bernoulli donna les premiers eflais 
dans fon Mémoire fur les Trajeâoires ortho- 
gonales y eft une de celles qui ont le plus oc- 
cupé les Géomètres dont nous allons parler. 
M. Euler , après avoir découvert plufieurs 
beaux Théorèmes relatifs à cette théorie , en 
fit ufage pour intégrer les équations différent 
tielles, en les mukipliantpar des fa&eurs con- 
venables ; on ne connoifloit guère alors d'au- 
tres manières de parvenir à ces intég aies , 
que la féparation des variables , fur laquelle 
MM. Jean & Nicolas Bernoulli , Herman , 
le Comte Riccati & Euler lui-même venoient 
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de donner de très-belles recherches. Le Mé* 
moire de M, Euler , dont il s'agit maintenant p 
ne parut qu'en 1 740 , dans le volume qui 
renferme les travaux faits à l'Académie de Pé- 
tersbourg pendant les années 1734 & 173$"; 
il avoit publié quatre ans auparavant fa Mé- 
chanique , où il fait plufieurs applications de 
l'un de fes Théorèmes, celui lur l'intégra- 
tion des fondions homogènes. M. Fontaine 
fourniflbit en France la même carrière avec 
un égal fuccès. Le volume de l'Académie 
pour 1734, renferme fa belle méthode pour 
réfoudre le Problême des tautochrones qui 
prouve que dès-lors il étoit fur la voie de 
toutes ces découvertes. Ce ne fut cependant 
qu'en 1739 qu'il préfent^ à l'Académie les 
Théorèmes dont nous venons de parler, avec 
des applications qui embraflent la théorie gé- 
nérale des équations différentielles. L'année 
fuivante M. Clairaut publia un Mémoire fur la 
même matière , qui ne renferme rien de neuf ; 
mais l'ufage qu'il fit à peu près dans le même- 
tems des équations de condition dans la théorie 
des fluides , & plufieurs autres découvertes 
que renferme fon Traité de la Figure de la 
Terre, publié en 1743 > annoncent l'homme 
de génie, qui a depuis rendu des fervices fi 
importans à l'Aftronomie phyfique. 

La théorie des fluides avoit déjà fait de 
très-grands progrès entre les mains de M. Da- 
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niel Bernoulli, dont l'Hydrodynamique parut 
en 17J8. Cet Ouvrage excellent, quant à la 
partie mathématique, eft de plus un modèle 
de Fart de fe conduire dans la Phyfique ex- 

Eérimentale. On peut dire la même chofe de 
eaucoup d'autres .Ouvrages de cet homme 
célèbre , dont plufieurs enrichiffent le Re- 
cueil des pièces qui ont remporté les prix 
à l'Académie. 

Qu'on me permette de remarquer ici que 
les plus grands Phyficiens de chaque (iécle, 
ceux à qui l'on doit les découvertes les plus 
importantes par leur utilité , étoient auffi de 
profonds Géomètres. Les Auteurs anciens ne 
parlent qu'avec admiration des inventions 
d'Archimede , qui défendit trois ans Syracufe 
contre une armée Romaine. Mais pourquoi 
chercher dans des tems reculés des preuves 
d'une vérité dont nous avons fous les yeux 
des témoignages fubfiftans f N'eft-ce pas à Ga- 
lilée que nous devons les grandes lunettes 6c 
la première idée des pendules ? Que de fer- 
vices Huyghens n'a-t-il pas rendus à l'Hor- 
logerie ? C'eft Toricelli , Defcartes & Pafchal 
qui nous ont appris à conftruire des baromè- 
tres. Newton , dont les fameufes expériences 
fur la lumière font connues de tout le monde , 
eft l'inventeur des télefcopes à réflexion. Ceft 
M. Euler qui nous a donné les lunettes acro- 
inatiques i j'en pourrois citer beaucoup dW 

b iij 



Digitized by Google 



xxlj D I S C O U R S 

très , fi je ne crai^nois de faire une trop lon- 
gue digreflîon. L étude des Mathématiques 
tranfcendantes rompt l'efprit aux méditations 
profondes ; elle lui donne de l'étendue fie 
de la juftefTe ; elle l'exerce à fuivre la vé- 
rité dans les dédales les plus tortueux , fans 
s'égarer. 

Ce font fans doute de femblables.réflexions 
qui ont déterminé le Gouvernement à exiger 
cette étude préliminaire des jeunes gens qui 
fe préfentent pour entrer dans le Génie Mi- 
litaire, dans 1 Artillerie, & dans la Marine; 
règlement fage auquel on s'eft parfaitement 
bien conformé dans les excellens Cours de Ma- 
thématiques qui leur font deftinés. Ces diffé- 
rens Corps renferment à préfent un très-grand 
nombre de gens inftruits, qui en portant leurs 
lumières dans les arts dont ils ont continuelle- 
ment befoin , ne pourront que beaucoup en 
accélérer les progrès. Mais, dira-t-on, eft-ce 
que les arts utiles ont attendu d'être cultivés 
par des Savans pour faire des progrès? Non f 
fans doute; des millions d'hommes , pendant 
plufieurs fiecles , ont pu, en épuifant prefque 
toutes les combinaifons pofliDles, arriver à 
celle dont la perfection d'un art dépendoit. 
S'enfuit-il de-là qu'il ne feroit pas infiniment 
avantageux d'épargner aux Artiftes ces efTais 
inutiles, en leur donnant des régies certai- 
nes i ce que ces Savans ont fait , comme 
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nous le. remarquions il n y a qu'un inlîant > 
pour les arts qu'ils ont eu occafion d'étu- 
dier? K ~'iJ 

~ Une qélétre Ecole, qu'on na fupprimée 
quelques tems ^ que pour la rétablir fur des 
fondemens-plus folides, avoit pour principe 
d'étendre Tinftru&ion dont nous venons de 
parler , à tous fes Elevés. Il en eft forti un 
très-^rand nombre de fujets eftimables dont 
on n'a pas parlé , tandis que les détradeurs 
de cet établiflement, que les Nations voifines 
fe font empretTées d'imiter, divulguoient les 
égaremens de quelques autres, dont le na- 
turel n'auroit pu être réprimé par tout autre 
régime , quelqu'excellent qu'il eût été. Sans 
examiner fi l'imperfe&ion de cet établiffe- 
ment ne venoit point de quelques vices d'ad- 
miniftration , qui font toujours l'effet de ré- 

flemens primitifs peu réfléchis ; on a accufé 
inftru&ion de tout le mal. On a imprimé 
qu'en devenant trop générale, des hommes 
qui n étoient point deftinés aux premières 
places , portoient dans les différens corps cet 
efprit d'examen fi contraire à la fubordina- 
tion. L'efprit d'indifcipline eft un grand mal 
fans doute ; mais n y auroit-il pour y remé- 
dier , que le moyen barbare de condamner 
les inférieurs à l'ignorance f Qu'en même-tems 
que la pauvreté ne fera plus un obftacle à 
s'inftruire r les richefles celfent d'en être un 

b tv 
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aufli par les diftra&ions qui les accompagnent 
néceflai rement ; que Tune & l'autre Noblefle 
renfermées dans une même Ecole , y foient 
aflujetties aux mêmes exercices ; fi fui^tout, 
comme on a droit de l'attendre d'un Mmifterc 
aufli éclairé, on donne à cette Ecole des 
loix fages & tellement combinées , qu'elles 
ne laiflent point de prife à l'arbitraire; on ne 
tardera pas à voir les bons effets de l'inftruc- 
tion devenue plus générale. Je reviens à 
mon fujet, dont peut-être je me fuis trop 
écarté. 

M. Euler avoit ouvert une carrière où il 
marchoit à grand pas. Dès 1744, H publia 
fon Traité des ljopérimetres , qui renferme 
une méthode générale pour réfoudre tous les 
Problêmes de ce genre. Les équations aux- 
quelles il arrive , font aufli celles qui doivent 
avoir lieu , & être identiques , pour qu'une dif- 
férentielle d'un ordre quelconque foit exaâe; 
par cette remarque il enrichit le Calcul In- 
tégral d'un nouveau Théorème. Les différens 
Ouvrages de M. Euler annonçoient qu'il avoit 
fait de profondes réflexions fur la feience du 
Calcul ; ce qui fut confirmé par l'introduc- 
tion à l'Analyfe des infinis & par les Infti- 
tutions du Calcul Différentiel. Ces deux ex- 
cellens Traités, qui parurent l'un en 1748, 
& l'autre en 17^ ?, forment, avec le Calcul 
Intégral publié en 1768, le corps de doc- 
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trinc le plus parfait que nous ayons dans ce 
genre. 

Les équations de condition font aux diffé- 
rences partielles , je m'explique. Si on veut ima- 
giner une fon&ion de plufieurs variables , & 
fuppofer qu'on l'a différentiée par rapport à une 
des variables feulement , on aura 1 idée de ce 
quon appelle une différence partielle. Or une 
équation aux différences partielles , eft une 
équation entre plufieurs variables, une fonc- 
tion de ces variables & les différences par- 
tielles de cette fonûion. Le fadeur propre 
à rendre intégrable une différentielle propo- 
fée, eft renfermé dans une femblable équa* 
tion; & l'intégration de toute équation dit 
férentielle dépend de trouver une valeur qui 
fatisfaffe à l'équation de condition ; Problème 
important que nous ne favons encore réfoudre 
que dans quelques cas particuliers. 

La plupart des Problêmes de Phyfique con« 
duifent aufli à des équations aux différences 
partielles ; mais alors fi on fe contentoit de 
latisfaire à ces équations , on n'auroit point 
réfolu le Problême. Par exemple , l'expreflion 
de la force accélératrice néceffaire pour le 
tautochronifme , eft renfermée dans une équa- 
tion aux différences partielles; on eut fatisfait 
àifément à cette équation dans beaucoup d'hy* 
pothèfes particulières fur la réfiftance du mi- 
lieu , mais ce n étoit pas ce dont il s agiffoit; 
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il falloît trouver une expreflion de la force qui 
pût convenir à toutes les hypothèfes poiïibles. 
Cela exigeoit néceffairement que cette ex- 
preifion renfermât quelque fondion arbitraire 
où la viteffe & lefpace parcouru puflent entrer. 
Voilà donc un nouveau genre d'intégration 
où les arbitraires ne font pas des confiantes , 
mais des fondions de variables. M. d'Alem- 
bert, qui le découvrit en 1747* en fit la 
même année le plus bel ufage dans fes Re- 
cherches fur les vibrations des Cordes fonores 9 
& dans fes Réflexions fur la caufe générale 
des Vents. Mais ce fut fur-tout cinq ans après, 
lorfqu'il publia fon Effai d'une nouvelle théo- 
rie fur la réfifiance des Fluides , que les Géo- 
mètres virent que les folutions qu'ils avoient 
jufqu'alors regardées comme générales , ne 
l'étoient point ; & les Sciences Phyfico-Ma- 
thématiques changèrent abfolument de face. 

Ces nouvelles théories fixèrent bientôt fat* 
tention de M. Euler. Dès-lors il fit une remar- 
que qui ouvre un champ bien valle à ceux 
qui voudront appliquer le Calcul aux Sciences 
phyfiques. C'eft que rien ne doit limiter la 
généralité des fondions arbitraires qui entrent 
dans les intégrales cortiplettes des équations 
aux différences partielles ; qu'on y doit com- 
prendre les fondions irrégulieres ôc difcon- 
tinues. Ainfi , par exemple , dans le Problême 
des cordes vibrantes , la courbe initiale pourra 
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nêtre point affujettie à la loi de continuité; 
tUe pourra être laffemblage de courbes dif- 
férentes. 

On ne fentit ras d'abord toute la jufteffe 
de la remarque de M. Euler ; elle occafionna 
des doutes qui ne furent bien éclaircis que 
par les favantes recherches de M. de la Grange 
fur la nature & la propagation du Son. Ces 
recherches fe trouvent dans les Mémoires de 
Turin, dont le premier volume parut en 
17JP ; ils renferment plufieurs autres décou- 
vertes qui ont mérité à ce Géomètre la grande 
célébrité dont il jouit depuis long-tems , quoi- 
qu'il foit encore fort jeune, & à laquelle ne 
feront qu'ajouter les Pièces qui ont remporté 
les Prix de l'Académie en 1764, 1766, 1772 
! 774> & quelle vient de publier. 

Un Problême important dans les applica- 
tions du Calcul Intégral des équations aux 
différences partielles , c'eft celui de détermi- 
ner les fon&ions arbitraires d'après des con- 
ditions données. On trouvera dans le volume 
de l'Académie de 1771 , & dans le tome VII 
des Savans Etrangers 3 plufieurs beaux Mé- 
moires où l'on démontre qu'on peut toujours 
faire dépendre ces fortes de queftions de l'iiv» 
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celle des hafards ; c eft ce que deux des Géo- 
mètres , à qui Ton doit la découverte dont 
je viens de parler , ont fait avec beaucoup , 
de fuccès. j 

On peut juger par cet effai , tout impar- 
fait qu il eft , combien une hiftoire détaillée 
des progrès des Mathématiques depuis le com- 
mencement du fiecle , feroit intéreffante ; fur- 
tout fi elle nous étoit donnée par une main 
auffi habile que celle à qui nous devons les 
fiecles précédens. On y verroit toutes les 
théories modernes prendre naiffance dans le , 
livre immortel des Principes mathématiques 
de la Philofophie naturelle ; ne faire pendant 
près de cinquante ans que des progrès in- j 
ienfibles , croître enfuite avec une rapidité 
qui étonneroit , fi le hafard le plus heureux 
n eut fait naître dans le même tems plufieurs 
de ces hommes rares , qui joignant à la plus 
grande fagacité une ardeur infatigable, ne 
font point arrêtés par les plus grands obf- 
tacles. 

Le fyftême du Monde eft une de ces théo- 
ries qui, par l'importance dont elle eft, mé- 
ritoit davantage de les occuper. Lorfque 
l'Académie propofa en 1740 pour fujet du 
Prix la cauie du flux ôc du reflux de la mer, 
elle reçut trois Pièces excellentes de MM. Ma* 
claurin, Daniel Bernoulli & Euler, qui con- 
courent à prouver que ce phénomène eft dût 



Digitized by Google 



PRÉLIMINAIRE, xxîx 



\ Fa&ion réciproque du Soleil , de la Terre 
& de la Lune. Peu de tems après le Problême 
de déterminer l'action mutuelle des Planètes 
les unes fur les autres > fut agité ; on demanda 
de trouver la courbe que doivent d'écrire 
trois corps, dont on connoît les pofitiôns, 
les maffes Ôc les viteffes , en vertu de leur 
attraûion mutuelle y dont la loi eft fuppofée 
fuivre la raifon direâe des maffes & l'in- 
verfe du quarré des diftances. MM. Clairaut, 
d'Alembert & Euler s'étant propofé ce Pro- 
blême , connu fous le nom de Problême 
des trois corps, parvinrent, en 1747, tous 
les trois aux mêmes réfultats. La théorie des 
Planètes 6c celle de la Lune ( cet aftre jadis fi 
rébelle ) furent perfe&ionnées ; elles ne s'écar- 
tent aujourd'hui que très-peu du chemin que 
ces Géomètres leur ont tracé. Mais une gloire 
que M. d'Alembert ne partage avec perfonne , 
c'eft d'avoir réfolu le premier le Problème 
de la préceffion des Equinoxes ; il réfulte de 
fes recherches que c'eft encore l'attra&ion 
qui eft la caufe de ce mouvement fi fingu- 
Her dans Taxe de la Terre. Ces Géomètres 
semprefferent enfuite d'appliquer leurs diffé- 
rentes folutions du Problême des trois corps 
à la théorie des Satellites & à celle des Co- 
mètes ; il en réfulta une nouvelle confirma- 
tion de l'attraftion , qui fut dès-lors regardée 
comme une des loix de la Nature* Tout le 
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fyftême du Monde fut réduit à des queftiont 
de pure analyfe ; & fi robfervation de la 
Lune conduit fur les mers nos vaifTeaux 
avec une exaûitude qui étonne toujours, 
nous le devons aux progrès que le Calcul 
Intégral a fait dans ces derniers tems. 

« 

Fin du Difcours préliminaire. 



» 
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EXTRAIT des RegiJIres de l'Académie 

Royale des Sciences. 

Du 31 Mai 1777. 

IVIessiburs d'Alembert, l'Abbé Bossut & 
Vamdbrmonde, qui avoient été nommés pour examiner 
des Le Ç 9ns de Calcul Différentiel O de Calcul Intégral , par 
M. Coulîn , en ayant fait leur rapport , l'Académie a jugé 
cet Ouvrage digne de l'impreffion. En foi de quoi j'ai figné 
le préfent Certificat. A Paris, ce 31 Mai 1777. 

Le Marquis DE CONDORCET, 
Secrétaire perpétuel de l'Académie Royale des Sciences. 



APPROBATION. 

N. 
o u s , Commiiïàires nommés par l'Aflêmblce de Meflîeuri 
les Leâeurs & Profefleurs Royaux , pour l'examen d'un Ou- 
rrage de M. Cou/m , qui a pour titre : Leçons de Calcul 
Différentiel &• de Calcul Intégral, avons jugé cet Ouvrage 
digne de rimpreflion. A Paris, ce 4 Mai 1777. 

LE MONNIER, M AUDUIT. 

Va l'Approbation ci-demis, la Compagnie de Meffieurs 
les Lecieurs & Profefleurs Royaux a fait part de Con Privi- 
lège en commendement à M. Coufîn. A Paris, ce 4 Mai 
1777. 

POISSONNIER, Doyen. 



Imprimé fous le Privilège accordé à l'Académie 
Royale des Sciences. 
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DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 



DE CALCUL INTÉGRAL. 



CHAPITRE PREMIER. 



RM i les quantités que nous aurons à com- 
parer cntr'elles, les unes augmentent ou diminuent 
continuellement , tandis que les autres demeurent 
toujours les mêmes ; on appelle les premières des 
quantités variables » & les autres des quantités conf- 
iantes. La quantité dont une Variable augmente ou 
diminue dans un temps donné , en eft appellée la 
différence. On fe fervira dans la fuite de la cara&é- 
riftique A pour défigner la différence d'une quantité 
variable; pour marquer, par exemple, h différence 
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\/[tf-f-x] > aAx 



■ ■ 



\/ X i 

iX.(<ZX-*-X J )* 

r- h r l-&c. 

Soit ^s=Iog. j'entens le logarithme hyperbo- 
lique de x ; on aura l' = log.{x + ,* & A|=s 

'0g.(*±A^— log.JT = log. f I±— — ) = ± 

\ X / 

AX AX* A*î ^ . , • 

± &c. Soit encore ï = a*, 

# x ix x 3 x* * ; 

on aura ?' = a x — A *=4 X . ^= AX .' Mais ^—^^r^ij- 

Ax* ét ' Ayi B • ' • 

A* log. a H (log. ay± (log. ay -h&c; 

_ » » * 

' a* A r 1 

donc Ai^=±:a x Sx\Qg.a-\ - — (log. a )' ± 

- (log. a) 5 &c. Les deux fuites dont nous 



venons - de faire ufage font très-connues; il en eft de 
même de celles qui expriment les finus & cofinus 
d'un angle quelconque, au moyen defquelles il nous 
fera facile de trouver les différences de ces autres 
quantités tranfcendant.es. Car fi ? = fin. x 9 on au/a 
f= fin. *{x± Ajr) = fin. x cof. A # Hh cof. x fin. Ax; 
mais, le rayon étant pris pour l'unité, fin. Aj = 

Ax* Ax' Ax? 

Aor -f- -i — -4- &c , 

1.Z.3 1.1.3.4.? 1.*. 3.4.^,6.7 

A** AX4 Ax« > ft 

cof. £x-= 1 1 ■ — 4-&c; 

i.z 1.1.3.4 1.2.3.4.5.6 
n Ax* r AX J - 

donc A ? = -h cof. x fin. cof. 

x H — ^-1— fin.* H — — — cof. x — &c. De même, 

A ij 
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fî £ = cof. .r, on aura ^=cof. (x±2 ±x)=co(.x 

A X % 

cof. A^-^lîn. x fin. A? = =F A x fin. jr 

coi. x±z lin. x-{ coi. x -h 



z-3 1.3.4 1 -3-4.î 

fin. * — &c. 

Remarquons, fans multiplier davantage les exem- 
ples , qu'on pourra toujours repréfenter la différence 
d'une fonction de x & de confiantes par A A x -J- 
£A*>-HCA* J -+-DA.r+-H&c, A, B, &c étant des 
fondions indéterminées de a- & de confiantes ; & que, 
x croiffant , fi la différence d'une fonction de cette 
variable eft repréfentée par A A.v-f- B A x*-\- &c, 
x dcèroiffant, on aura pour la différence de la même 
fondion — A±x+B±x 2 — CA* 5 H-D A**— & c . 

3. Propofons-nous maintenant de trouver les diffé- 
rences de fondions de plufieurs variables. II peut 
arriver que toutes les variables augmentent en même- 
tems ; que quelques-unes des variables augmentant, les 
autres diminuent ; ou que toutes diminuent en même- 
tems. Etant donnée une fondion j de y & de x, 
fi les variables augmentent en même-tems, on trou- 
vera i' en fubftituant jy-f-Ay àjy, & a' + Aj: à x; 
fi, y augmentant, .y diminue, on trouvera \ f en 
iubltituant jy-f-Ajy à y , & x — A.r i x; G y de x 
diminuent en même-tems , on trouvera \ ' en fubitituant 
y — Syz y , & x — A„r à x : dans ces différens cas, 
ôtant 1 de ff. on aura Aj. Mais pour éviter les lon- 
gueurs, à moins que d'avertir, nous fuppoferons que 
toutes les variables croiflenten même-tems. Cela pofé: % 

Le rapport entre les variables y & x étant donné 
par l'équation ax 1 -±-bxy-hcy 1 -ï-dx-hey-hf=0 9 
on demande le rapport entre les différences de ces 
variables ? On trouvera aifément que ce rapport eft 
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renfermé dans l'équation (2ax-+- by-\- d) A.v -r- 
( ^x-4-2cj-f-e)^jy-4-tf Ax 1 -+-b±xSy-+-CLjy —o. 
Soit encore l'équation ax*-*-b x ? y-hc xy* ~hdy> ~h 
ex*-1rfxy-i-gy*-)rkx-\-iy*+~k=Oi on aura le 
rapport entre les différences des variables y de x 
exprimé par ( 3 a x 2 -f- 2 b xy -f- c y 1 -4- 2 e ff-f- 
fy -h h) A * -4- ( Kv 2 -t- 2 c at^ -4- 3 i^v 1 -+-/ x 
agjf-t-i) Ay4*( 3 dx-+»by e) £x x -f- ( 2 bx~\~ 
my-\-f)à>xày-\-(cx-\- 3 dy-*-g) A^*-f-<z A* 5 -+- 
2? A x J Ay H-cA .v .àvM- J ^j>t=o. En général , fi le rap- 
port entre les variables^ & x eft donné par l'équation 

(a). .ax"-\-bx n — x y + . . . .-f-gy-f- a''x— l -h 

& que ces deux variables foient fuppofées croître en 
mëme-tems ; l'équation qui renferme le rapport entre 
leurs différences , pourra toujours être repréfentée par 

( C) . , . A±x-\-B Ay-{-C±x*-hD± x^y-t-E^y*-** 
FAx*-4-&c-t-tfA,r ,, -hiA*"— 'ây-h j 

A , B , &c , étant des fondions algébriques des mêmes 

variables, & a, b, g les mêmes coeificiens 

que dans l'équation *. 

4. La fonction 1 continuant de varier, foit nommé 
?"> l"' y ? ,v , &c, ce qu'elle devient fucceflivement; 
on aura f— î'=±f. — A ? ", &c. U eft 
bien clair que AV — Af = A(^ — £)=rAAf; c'eft 
cette différence de la différence A^ qu'on appelle 
différence féconde de la variable \ , & que nous dé- 
fignerons plus fimplement par A'f. Donc — 
Af'ssA'?', A?"' — A^a^Y', &c. On verra très- 
aifément auili que A f î'~ À a f*BBA*(f / — f)—^ A T> 
pour déiigner cette féconde différence de la différence 
A 1 , qu'on appelle différence troifiéme de la variable ? , 
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nous écrirons A'^; comme nous défignerons celles 
des ordres fupérieurs , & qu'on trouvera de la même 
manière, par A*^, A f £, &c. Si ? eft une fonction 
des deux variables^ & x, A$\ renferme y > x 9 Ajy, 
A.r; & on aura A en fubftituant j-f-Ajy à ^, 
x-4-A.v à a*, A^r-4-A^ à Aj', AA'-f-A^Y à Aa\ 
Ainfï A^ renferme y , a, A^», A a*, A^ , A'jc; & 
on aura A'^' en fubilituant jy-4-Aj à y , Aj: 

à A" , Ajy~hA^y à Aj, Ajr-f-A'JC à A a*, A 7 jr-4-A J jr 

à A J j, A'^+A'x à A* * ; on aura A 5 >' en fubfti- 
tuant dans A 5 ^ , y-^-ù.y à jy , a* -4- A a* à a- , A y -4- 
A*y à Aj, Aa'H-A'a- à A*, A'y-J-A*^ à &*y , 
A" A" A } a* à A\r, A 5 jyH-A 4 ^ à A'jf , A^v-f-A 4 ** 
à A 3 A*i &c. mais dans le calcul des différences fuc- 
celiives d'une fon&ion , nous fuppoferons le plus 
fouvent qu'une des quantités qu'elle renferme varie 
uniformément, ou, ce qui revient au même, qu'une 
des différences premières cil confiante ; & nous pren- 
ions .cette différence fuppofée confiante , pour terme 
fixe de comparaifon des diflerences des autres va- 
iiauieb» 

Les variables croiflant , &: la difTe'rence première 
de a* étant confiante , on demande les différences 
fucceflives de la fonction xyt On trouvera d'abord 
A7=jyAr-4-A-Ajy-f- Aa-a^, puis fubflituant dans 
cette expreflion de la différence première at-HAa* à 
A", y~ hAy à y, Aj-4-A*^ à A y , on aura Aç' — 
y*: i-l-v. • -t- j A> ù y~f- a*A y-|-2 Aa'A'j ; étant 

A^- de A^, il rcftcra pour la différence féconde 
a • =s~ 2 A a* A -f - x A'jy -H 2 A x A'jy. On trouvera 
pour la différence troilïéme a } j = 3 a x a 1 ^ -f- 
x à* y -4- 3 A x A*j ; pour la différence quatrième 
A^ = .i^o:A J v^>-A'A*j-h4AA-A 4 y; pour la diffé- 
rence cinquième A T *== CA a~ A 4 j-4-a ^jy-l-J A aA^t, 
& u;r»li de fuice. On prôpofe encore de trouver les 
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différences fucceflîves de la fon&ion x n ? En exami- è 
nant ce qu'on a trouvé pour la différence première , 
de cette fonction , il cft feifé de voir qu'on a pour 
la différence féconde 

pour la différence troifiéme, 

♦ » 

n — t 



n . (n — i ) . (72 — 2) . *Ax* -f- n . 
n — i n — ; 

. i6x n — M + 

J 4 

pour la différence quatrième, 

* 

n.(n — i) ( n — 2).(n — 3).** — 4 .A* 4 -4-&c; &c. 

Soit n un nombre entier pofitif, on aura 1.2.3. ■ • 
(n — l).nSx n pour la différence de l'ordre n, 
& comme on voit , cette différence eft confiante , 
c'eft-à dire que Sx étant confiant , & n un nom- 
bre entier pofitif, la différence rt-4> I de x" eft 
nulle. 

y. Il fera toujours facile de trouver .telle diffé- 
rence qu'on voudra d'une fonction quelconque ; le 
Problème inverfe, qui confifte à remonter de la diffé- 
rence d'une quantité è cette quantité même, ren- 
ferma des difficultés d'un ordre bien fopéricur. La 
quantité , qu'il eft alors queftion de trouver , s'appelle 
la femme de la différence propoféd , & pour indi- 

A iv 
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quer cette fommc , on fe fert du figne E qu'on met 
devant la différence; ainfi x^Aat défigne la fomme 
dont Ar"Ajr eft la différence. 

Il eft clair, d'après ce qui précède, que la fomme 
de A.v eft x ; & A.V étant confiant, que celle de 
A a* eft x±x, que celle de A* 5 eft xAjf 1 , &c. 
Ceh pofé, puifque la différence de x , = 2a:Aa;-+- 
Ax* t on a x 7 = 2 x a* A x — f- xàx t & SJfA^ = 

: ?L_ î_ # L a différence de = 3 jc 2 a or 4- 

5 .vA .r'-f- Sx\ donc **= 3 2 x*&x -4- -* 



2 



-l-A'A^, & 2X È &X= h 



* 5 
X Aï» 



On trouvera de la même manière 2^*= 



6 

#4 # î A x a A je 



, & la fomme de x"Ax 9 

4 » 4 

w étant un nombre entier pofïtif quelconque. Mais 
il faut remarquer que A ^ n'eft pas plutôt la différence 
de £ , que la différence de cette fonction augmentée 
ou diminuée d'une confiante quelconque ; d'où il 
fuit que la fomme d'une différence propofée , pour 
être complette, doit néceffairement renfermer une 
confiante arbitraire. La différence A*, qui eft elle- 
meme une quantité confiante , doit entrer dans la 
confiante arbitraire d'une manière quelconque. Nous 
dirions la même chofe de toute fonction de x, A* 
& de confiantes dont la différence feroit nulle. 

Pour mieux faire fentir la néceflité d'ajouter une 
confiante arbitraire, foit propofé de trouver la fomme 
de (a-f-r) 2 . A*. On peut le faire de deux ma- 
nières. En développant cette différence, il vient 
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a l &x + 2ax& x*Ax ; or Za*Ax = â i *, 
12 a x ±x= ax* — ax&x, Xx*Ax = 

X* A X X A X* 

1 ; donc z(a-+-x)'. Ax = a*x-{« 

i 6 

r* . **A* (<M-*)* 
ax J — ax±x-+« 



3163 

(a+x) 2 a -f- x a* a* 

A AT H A*» 1 A AT— 



i 6 | S 

— A**, je n'ajoute point de confiante arbitraire.' 
Autrement, je fais a + x=zy t d'où Ajr = A^ & 



(a-h-r) 5 . Ax=y 1 &y; or ïy 2 ày=^ — Zl^^f- 

yAy* 

; fubftituant donc pour y & Ajy leurs va- 

■ 

leurs, il vient 3. (a -f- Jf )* • A .r =: 



3 

Ax H Ajr s , je n'ajoute point en- 

core de confiante arbitraire. Ces deux réfultats diffé- 
rent de la quantité confiante— — — I A*— . 

— A#'; mais il eft vifible qu'ils ne font l'un & 

l'autre que des fommes particulières comprifes dans 

(a+x)* (a+x) 2 a-h x 

A JT H A x a -H C , 



31 6 

qui^eft la fomme complette de la différence propo- 
fée,.fi par C on entend une confiante arbitraire 
telle que nous l'avons définie plus haut. 
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6\ Je défigne par "f»'"?» &c, les termes qui 
précédent ? dans la fuite, &c, ? , &c ; on 

aura T — ' ? = ^' T , — "f=A" ? , "? — '"f = 
A'"?, &c, & ? = A' T + A' f î-4-A /// ?-4-&c = 
^(/ ? 4-/^ + //^-4- & C ). Donc ou tel terme 
qu'on voudra prendre dans la fuite , &c , '"\ , 
'?» ?» ?'» ?"» &c » e ^ effectivement la différence 
de la fomme des termes qui le précédent. 

Imaginons une ligne AZ (Fig. i) & deux co- 
ordonnées perpendiculaires entr'elles B P(x ) ,■ 
PM(y); à une diftance quelconque ±x de l'ordon- 
née PM, menons pm=y + ù>y. Il fuit de ce qu'on 
vient de démontrer, que MPpm eft la différence 
de tel autre efpace qu'on voudra /IBP M', que Mm 
eft, la diiférence de tel autre arc qu'on voudra AM\ 
que la furface décrite par Mm , dans la révolution 
de la figure fur l'axe BX 9 eft la différence de la 
furface décrite par A M dans la même révolution; 
que le folide engendré par MPpm eft la différence 
du folide engendré par A BPM\ &c. Ayant fommé 
complettcment une de ces différences, la première, 
par exemple, fi le Problême exige' que la fomme 
trouvée donne plutôt tel efpace que tel autre , on 
déterminera la confiante arbitraire en cherchant pour 
quelle valeur particulière de x cette fomme doit être 
nulle. 

Soit AZ une ligne droite , & fuppofons qu'elle 
rencontre l'axe BX (Fig. 2 ) en un point K dé- 
terminé de manière que KB — a , & la perpendi- 

culaire BA=b; on aura a : b :: : y = — . 

a 

(<z-t-*).La différeoce MPpm ^—^-~Ax^ = 
— ( a &x-+-x±x-{-~^-*) , & cette différence 
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a pour fomme complette — Çax-+--^- ^ C. 

Maintenant fi l'on veut lafurfacc d'un trapèze ABPM, 
le Problême exL;e que la fomme foit nulle lorfque 
* = o, ce qui donne C=o, & pour la furface du 

trapèze — f a x~t--^— Y Mais fi c'eft d'un trian- 

a x z ^ 

gle KP M donc on demande la furface; il faut que 
la fomme foit prife de manière qu'elle foit nulle 
Jonque a H- x = o , ou lorfque x — — a , ce 

qui donne C<= , & pour la furface du trian- 

b 1 
S le ~ - ( ^-hiax-hx 1 ). Si de plus le trapèze & 

le triangle doivent avoir une certaine lisuteur, & 
telle que x = c , on mettra pour x fa valeur dans 

les expreiîions indéterminées — (ax-\- —\ , 

a \ t. s 

b 

~7j- (a-f-x) 1 . On voit que la quadrature de tout 

efpace curviligne peut fe réduire à fommer con- 
venablement une différence MPpm; mais comment 
trouver l'exprefiion de cette différence , qui iVeft eile- 
méme qu'un efpace curviligne ? Nous donnerons dans 
le Chapitre fuivant les principes nétefiaiies pour ré- 
foudre tous les Problèmes de ce genre. 

7. Si nous reprenons la fuite l*\ f 9 s"»^"'» &£* 
& que nous écrivions 

*^*<= cf-^'^f, -r--t"=- J î", ^iv-^'^f, 

nous verrons évidemment que 



12 D U C A L C U L Z t 

& nommant Z un terme quelconque de cette fuite, 
n le nombre des termes qui le précédent , que 

n — i n — i n — 3 A 

13 4 

Soit y une fon&ion de x & de confiantes ; A * 
étant confiant, on trouvera y' , y ' , &c , en mettant 
pour # fucceflivement .r-f-A*, x-h2±x t &c ; 
& nommant V le terme de cette fuite qui pro- 
vient de la fubftitution de x-+-n±x à x, on aura 

n— 1 n — 1 n — 1 
Y=y-\-n±y-{-n . A'j-f-n. . A'.)'-H 

n . . . - A 4 y + &c. 

» 3 4 y 

8. Si dans F on met o , 1 , 2 , 3 , &c , fucccflive- 
ment au lieu de & que de cette manière on forme 
h fuite /î, B, C, D, &c, F fera nommé le terme 
général de cette fuite. Je fais B — A—a y C — 2B-h 
A—b\ D — 3C-f-^B — A—c 9 &c, & il eft clair 
que puifque x-\-i défigne le rang que tient y dans 

x 1 

la fuite, on doit avoir Y = a x -±-b x . h 

1 

X ï X l X I X 1 X $ 

ex. . -4- dx. . . h&c. 

i 3 134 

Cette formule fervira à trouver le terme général 
d'une fuite quelconque , & elle le donnera exacte- 
ment toutes les fok qu'il fera polîible de parvenir à 
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des différences nulles. Je prens pour exemple la fuite 
* , 4, 9 , 16 1 25*, &c, des quarrés des nombres na- 
turels ; on a a = 3 , b = 2 , c & les différences fui- 
vantes nulles; donc le terme général de cette fuite 

eft i-4-3* + 2*.— — i-=( iH-x) 2 . Soit encore 

la fuite des cubes 1, 8, 27, 64,, &c î on a a = 7, 
fc= 12 , c = 6 , d & les différences fui vantes nulles ; 
doncle terme général de cette fuite eft 1 +7r+i2 x . 

X I . X I X 2, 

. =s(i-t-x)\ 

x i 3 

Concevons une autre fuite j, j', j", &c, telle que 
j =i4, on aura j =s il, 

j" =/*-f-B-+-C, j" = 3 .4-H3fl-H 

s"' = A-*-B-t-C-hD, s"'=*A-*-6a-h4b-+- c, 

& nommant S le terme n de la fuite s >i f > &c, qui 
eft évidemment la fomme des n premiers termes de 

n — 1 
1 

n — 1 n — i n — i n — 2 n — 3 

71. • . • • c + /2 .] 

* 3 * 3 4 

&c. On trouvera 



la fuite A,B> &c, on aura S=nA+n.- — - a -H 



3 4*5 



pour la fomme des n premiers termes de la fuite 

des quarrés, n 4-371-- — --\-n.(n— 1 ).^- - = 

* 3 

; & pour la lomme des n premiers 



n — 1 



termes de la fuite des cubes, n -h 7 n . 4- 2 n .4 
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(n — i).(n — 2)-{-n.(n — — 2).- — — = 

4 

~ h " . Mais la formule dont nous venons 

4 

de faire ufage ne peut donner exactement la fomme 
d'un nombre quelconque de termes d'une fuite pro,- 
pofée, que lorfqu'il eft pofiible de parvenir à des 
différences nulles; la méthode qui fuit eft beaucoup 
plus générale. 

o. Le terme Y de la fuite A>B, &c , eft la diffé- 
rence de la fomme des termes qui le précédent ; fi 
donc on nomme <r cette fomme, on aura Y=A<r, 
& <r = C~{-* s Y -, il faut remarquer qu'ici A.r eft pris 
pour l'unité, puifqu'on a les termes qui précédent y 
en mettant pour x fucceflivement x — 1, x — 2, 
x — 3, &c. 

En prenant & x pour l'unité, les formules du n°. y 

donnent Zi — x, Sx = ^x 1 — — 

i 3 . 

x X* X) . X* . _ , 

1 , £ x*— 1 , &c. Cela 

z 6 a % 4 

pofé, fi T= (i-4-jt) 7 , comme dans le premier exem- 

xi 

pîe de l'article précédent, on a <r = C-h-^— -4> 

3 

X 1 X r- 

i 1 ; & fi l'on veut- la fomme depuis le pre- 

mier terme inclufivement, il.eft clair que cette; fomme 
doit être nulle, lorfque x — O, ce qui donne C=o y 

X X z X 

& <r = 1 1 — — ; je fais x = n , & j'ai 

pour la fomme des n premiers termes de la fuite 

2 fl î rr{ ^ f2 ' » I fi 

des quarrés des nombres naturels , . 
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Si Y=(i + x)\ on a ? = — -h — + — t 
v 4 *. 4 

fi Ton veut îa fomme depuis le premier terme indu- 

fivement ; & pour la fomme des n premiers f termes 

de la fuite des cubes, . 

4 

En prenant £x pour l'unité, la fra&ion a 

pour différence = . 

x+i (x-i-i) • (x-t-0 

j, 

Mais eft le terme général de la fuite I , 

(x-+4 ).(«-+-») 

W» tt» 77» 7T > & c » des nom bres triangulaires; donc 
pour trouver la fomme d'un nombre quelconque de 
termes de cette fuite, on aura l'équation -ir=C 4-» 

= Ch — 1— ; & fi on la veut de- 



(x-f-i).(x-f-O x-hi 

puis le premier terme inclufivement , elle doit être 
nulle lorfque x =mO, ce qui donne C=0, & pour 



la fomme complette , ; en faifant x = n 

dans cette formûle , on aura la fomme des n pre- 
miers termes de la fuite propofée. On demande la 
fomme de îa même fuite depuis le terme m exclu- 
fivement? Il faut la prendre .de manière qu'elle foit 

— — z 772 

nulle lorfque x = m, ce qui donne C== ; 

m -m 

& pour la fomme complétre , dans cette hypothèfe, 
— — ; je ^ fais x—m>+- n dans cette 

.r -H i m -+• i 

formule , & j'ai la fomme de n termes de la fuite 
propofée depuis le terme m exclufîvement. 
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Suite des nombres figurés. Termes généraux. 

;t L L -L _L J- & c '** 

a. ♦»,.,*.. „i (f+lMf+lWf4iî) i 

i t J __ __•_ o, I.l.j.4.f 

*>;»,.»*«»..,»»..• (r+f) . (r ^ l) . (af+ , )-( , -h4 ^ eeH . J) * 
&c, &c; 

Sommes complettes depuis le premier terme inclujivemcnu 
i.t 

_r 



4 *»*-4 



1 (*-f-i).(x-f.*).(*-t-3) ' 



4 (*-4-x).(*-hxM*-Hj).(*-+-4) ' 
&C. 

On voit que la fommation d'une fuite dont on 
connoît le terme général , dépend de pouvoir trou- 
ver la fomme d'une différence propofce; mais il ne 
nous eft pas encore poflibîe de traiter ces queftions 
avec toute l'étendue dont elles font fufcepûbles. 
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CHAPITRE II. 

De la Méthode des anciens Géomètres 
connues fous le nom de Méthode des 
Limites. 



10. dit d'une grandeur qu'elle a pour limite 

une autre grandeur , quand on conçoit qu'elle peut 
en approcher jufqu'à n'en différer que d'une quan- 
tité aufli petite qu'on voudra , fans pouvoir jamais 
coïncider avec elle. Il fuit de cette définition que 
deux grandeurs qui font la limite d'une même gran- 
deur , font néceflàirement égales entr'elles ; car s'il 
y avoir entr'filles quelque différence , la troifiéme 
ne pourroit approcher de Tune des deux de plus 
près que de cette différence , ce qui eft contre f'hypo- 
thèfe. Une autre propofition, qui s'eft pas moins évi- 
dente, c'eft que fi deux grandeurs, qui croiflent ou 
décroifTent continuellement , confervent entr'elles la 
même raifon invariable , cette raifon fera celle des 
limites des deux grandeurs. C'eft fur ces deux pro- 
pofitions que toute la méthode des limites eft fondée j 
nous commencerons par en faire ufage pour démon- 
trer quelques Théorèmes de la Géométrie élémentaire. 

il. Soit x le coté d'un polygone régulier inferic 
dans un cercle qui a r pour rayon , & n le nombre 

n x 

des côtés de ce polygone; on aura -— pour le rap- 
port du contour du polygone au rayon. Plus n au- 

B 
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tl X 

gmentera, plus — - approchera du rapport de la cir- 
conférence du cercle au rayon, fans pourtant y jamais 
parvenir ; donc ce fécond rapport eft la limite du 
premier. Nous nommerons rr le rapport de la cir- 
conférence du cercle au rayon, & vrr dcGgnera tou- 
jours la circonférence qui a r pour rayon, 

« Le rayon étant sa I , on prend 

» w=^6, 283185*3071 & cette approxima- 
tion eft très- confidérable ; voici comment on y 
» peut parvenir. En nommant p le finus d'un arc, • 
»& q le finus de la moitié de cet arc, on a entre 
»p & q l'équation /7=2j|/[i — q*] 5 au moyen 
» de cette équation , on cherchera les finus d'arcs 
» continuellement fous -doubles de 30 0 dont on con- 
» noît le finus. Je fuppofe qu'on foit arrivé au finus 
» d'un arc de 1" 3 8'" 5*2" 3 7* i v, J2 t,x 30"" qu'on 
» trouvera de 0,00000798948327005* ; la corde de 
» l'arc double eft donc 0,000015*9780665-401 , & 
» cet arc eft contenu dans la circonférence 393216 
»foîs, c'eft-à-dire qu'on a infcrit dans le cercle un 
» polygone de 393*2 16 côtés. En multipliant la corde 

* trouvée par ce nombre , il vient ........... 

» 6,283 185*30703 19616 P our une valeur appro- 

. » chée , mais moindre que la circonférence. La tan- 
» gente du même arc eft 0,0000079894832703 ; on 
» a donc 0,000015*9789665*406 pour un coté du 

* polygone circonfcrit de 393216 côtés, & pour 
» valeur approchée , mais plus grande que la cir- 
» conférence, 6,2831 85*3072285-696. Ainfi le nom- 
» bre par lequel on peut repréfenter exactement la 
» circonférence, le rayon étant pris pour l'unité, eft 
» entre les deux que nous venons de trouver ; fi l'on 
» eût infcrit & circonfcrit des polygones d'un plus 
» grand nombre de côtés, on auroit trouvé deux 
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4 nombres moins différens encore , & une valeur de 
» moins éloignée du vrai rapport de la circonfé- 
9 rence du cercle an rayon ». 

En nommant u la flèche, on a pour la furface 
de tout polygone régulier , infcrit dans le cercle qui 

nx 

a r pour rayon, -^--( r7 — r ")î & comme plus u 

diminuera , plus cette quantité approchera d'être égale 
•r* 

à , il eft clair que la féconde eft*Ia limite de 

la première. Mais le cercle eft aufli la limite de tous 
les polygones infcrits ; donc le cercle eft égal à r é 

12. La furface du cône SABDE (Fig. 3) eft la 
limite des furfaces de toutes les pyramides, ayant 
leurs fommets au point S, & pour bafe un des po- 
lygones infcrits dans le cercle sïBDE;% le cône 
eft la limite de toutes ces pyramides : fi donc on 
peut trouver une autre limite des furfaces de ces 
pyramides, & une autre limite de leurs folidités, on 
« aura la furface &c la foîidité du cône. 

Concevons une pyramide régulière qui ait pour 
arrête y , & pojr bafe un des polygones réguliers 
infcrits dans le cercle qui a r pour rayon ; en nom- 
mant x le côte du polygone , & u la flèche, on trou- 
vera pour la furface de cette pyramide, fans y com- 
prendre la bafe, -^^^{V— J, &, àcaufe 

x * " v 1 * > * 

de =2ru—u'> — r]/[y« — 2ru-fc-w']. C'cft 

Texpreflion de la furface de toute pyramide régu- 
lière ; & comme cette cxprefl&n approchera d autant 

plus cf être égale à , ,quç u fera moindre, il 

Bij 
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W T V 

fuit que —^~> q u » en eft la limite, eft aufli la furfaco 

du cône droit, qui a r pour rayon de fa bafe, & 
pour côté y , fans y comprendre la bafe. 

On trouvera pour l'expreflion de la folidité de toute 
pyramide, ayant h pour hauteur, & pour bafe le même 

polygone que ci- défais , — . . (r* — ru) , quantité 

h r* 3 %r 

dont — . eft la limite ; donc la folidité d'un cône 

3 * 

droit ou oblique , qui a r pour rayon de fa bafe , & h 

pour hauteur , eft égale à — . — — . Voici quelques 

Corollaires dont nous ferons ufege dans la fuite» 

Soit un cône droit tronqué à bafes parallèles, qui 
ait pour hauteur h T , pour côté y* > pour rayon de 
la bafe /upérieure r' , & pour rayon de la bafe 
inférieure r. Le côté du cône entier étant ), ona 
pour la furface du cône tronqué , fans y com- 

prendre les bafes, y . (y — y 1 ) ; mais 

y'iyxy — j'::r: — r'crir 7 ; fubft i tuant pour y & 
y — y leurs valeurs , il vient pour la furface de- 

ry' r*— r* * t y* 

mandée— — • = . (r-f-r 7 ). En nom- 

mant h la hauteur du cône entier , le fjlide du même 

tronc elt égal a — . . ; mais 

3 2 3 * 

h'ihih — h'nr — r':r:r' ', fubftituant pour h & h — hf 

-* h' 

leurs valeurs , il vient pour le cône tronqué , 

1 ' 3 

r — 3 r 

Le triangle fl Pi? (Fig. 4 ) re&angle ea P, en 
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un tour entier fur la ligne BD , comme fur 
un axe , engendrera un folide qui aura pour expref- 

fion ZllE^l — . g£) t p/{ eft perpendiculaire fur 

BD: mais la furface décrite par PD dans le même 

tems eft égale à lUL-.PD, & PK .BD = PD.> 

X 

PB-, donc le folide en queftion eft égal à la furface 

B P 

décrite par PD multipliée par . Soit tirée une 

droite BR comme on voudra, on trouvera, en me- 
nant une perpendiculaire KKfur BD, que le folide 

engendré f>ar BRD eft égal à »' (RK)l t i£ t 

Mais D R 1RV11 DP : P K ::B D iBP ; de plus, la 

furface décrite par DU eft égale à — " .Dfl; donc 

X 

le folide engendré par BRD eft égal à la furface 

B P 

décrite par DR multipliée par . Le folide en- 

- 3 

gendré par BPR' eft égal à la furface décrite par 

BP 

PR multipliée par — — ; car ce folide eft égal 'au 

folide engendré par BPD moins le folide engendré 

B P 

par BRD; c'eft-à-dire qu'il eft égal à mul- 
tiplié par la différence de deux furfaces , dont l'une 
feroit décrite par PD, & l'autre par RD; or la 
différence de cès deux furfaces , c'eft la furface décrite 
par P R. Il fuit de tout cela que le folide engendré 
par un triangle quelconque BQK, tournant fur un axe 
BD , fitué comme on voudra dans le plan B QR , eft égal 
à la furface décrite par QR, multipliée par le tien 
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d'une perpendiculaire abaiffée du point B fur QR» 

Î)rolongé s'il eû néceflaire : cette propofition nous 
brvira à trouver le folide de la fphere. 

13. Dans un demi-cercle CABD (Fig. y) qui a 
r pour rayon, foit infcrit un demi polygone régu- 
lier ; on voit que dans la révolution de la figure (ur 
Taxe AD, le demi cercle engendrera une fphere» 
& le demi polygone un folide dont la furface fera 
la fomme de toutes les furfaces décrites par les côtes 
A M t MM' , &c. Pur le milieu des côtés du poly- 
gone, je tire les rayons CO J CO / ,&c, j'abaiflê fur l'axe 
AD les perpendiculaires mp f MP, m'p 1 \ M'P\ &c , 
& parallèlement au même axe , je mène m n , &c. 
Cela pofé , la furface décrite par A M eft égale à 
7r.pm AM; mais les triangles fembîables MPA , 
Cpm donnent M A : AP :: Cm: mp ; d'où Ton rire 
pour la furface décrite par A M, w.Cm.AP. La 
furface décrite par MM' eft égale à *■ mV •MM'% 
ou , à caufe des triangles fembîables M'nM % Cp'm' % à 
v . . PP f ; & air.fi des autres. Si donc l'on nomme 
u la flèche, x rabfcifTe A R qui eft.la fomme de toutes 
les lignes AP, PP', &c; on aura pour la furface 
décrite par les côtés AM t MM', &c, vx.(r — u) t 
& pour la furface de tout le folide 2vr.(r — u). 
Ces quantités ont pour limites l'une rrx, l'autre 
2irr'\ mais la furface décrite par l'arc A Q eft aufti 
la limite de la première quantité, comme la furface 
Récrite par la demi circonférence eft la limite dé 
l'autre , ou des furfaces que peuvent décrire dans la 
même révolution les contours des demi -polygones 
infcrirs. Donc la furface de la calote qui a pjur flèche 
* , eft égale à * r x \ & la furface de la fphere à 2wr t a 
Ou à quatre fois la furface d'un de fes grands çercles. 

Jl faut remarquer que dans la révolution de la fi- 
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gurefur Taxe AD> chaque triangle, comme MCM', 
engendrera un folide qui fera égal à la furface dé- 
crite par le coté MM 1 multipliée par le tiers de la 
hauteur Cm! du triangle ; & par conféquent que le 
folide engendré par une partie ACQ du polygone 

eft égal à *x. ^ r ~^ u l — & l e f 0 Hde entier à 2wr. 
, quantités qui ont pour limites, Tune 

t r 1 y 2 7 f ) 

, l'autre . Mais le fefteur fphérique en«< 

3 3 

gendré par ACQ eft la limite de la première quan- 
tité , comme la fphere eft la limite de l'autre , ou 
de tous les folides que peuvent engendrer dans la 
révolution de la figure fur l'axe AD les demi- po- 
lygones inferits. Donc le folide d'un fecleur , qui 

* » r * x 
a x pour flèche , eft égal à — ; & la fphere à 

3 

— - — t ou au folide d'un cône qui auroit pour bafe 

un des grands cercles de la fphere , & pour hauteur 
le double du diamètre. 

Soit un demi-cercle A SB & une demi<- ellipfe 
ARB (Fig. 6); je nomme a l'axe commun au cercle 
& à i'ellipfe, & b l'autre axe de l'eîlipfe. J'infcris 
dans le cercle un polygone dont NS eft un des 
côtés; j'abaifle des perpendiculaires NP^ SQ fur 
l'axe AB\ je tire des lignes telles que MB ; & de 
cette manière j'infcris dans I'ellipfe un polygone cor- 
refpondant. Cela pofé , par la propriété du cercle & 
de l'eilipfe, on a PNïPMnaib, & PN:QS:: 
PM:QR; donc PN+QSiP A/-+-QH :: a:b , & 
le trapèze NPQS : au trapèze MPQR::a:b. On 
Yoit évidemment que tout polygone inferit dans le 

Biv 
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cercle efl au polygone correfpondant infcrit dans 
l'ellipfe : : a : b ; voilà des quantités qui confervenc 
entr'elles la même raifon invariable de a à b , cette 
raifon doit être celle de leurs limites, c'eft -à-dire , 
du cercle & de rellipfe. 

En faifànt faire à la figure une révolution entière 
fur l'axe AB % le demi-cercle engendrera unefphere, 
& la demi-ellipfe une ellipfoVde ; or le cône tronqué 
engendré par le trapèze À 7 PQSeft au cône tronqué 
engendré par le trapèze MPQR , comme (frN)'-+* 

PN QS+(QSy eft à (PMy+PM. QR+CQR) 7 ; 
ou comme ( PN-r-QSy—PN. QS:(PM-\-QRy— 
PMQR. Mais (PN-hQSy:(PM-*-QRy::a*:b* , 
& PN QS: P M. QR::a>:b*', donc (PAM-QS) 5 — 
PN.QS:(PM+QRy — PM. QR::a':b>. Ainfi 
le folide engendré par tout polygone infcrit dans le 
cercle , eft au folide engendré par le polygone cor- 
refpondant infcrit dans l'ellipfe , comme a 2 eft à b 9 . 
Ces folides confervent entr'eux la même raifon in- 
variable de fl a à b* 9 qui doit être celle de leurs li- 
mites , c'eft à-dire de la fphere & de l'ellipfoïde. Telle 
eft, je crois , la manière la plus fimple & la plus rigou- 
reufe de démontrer ces propofitions élémentaires. 

14. Plus on augmente le dénominateur d'un rap- 
port , plus ce rapport diminue ; il approche conti- 
nuellement de zéro fans jamais pouvoir y atteindre. 

Si je fais ce rapport = m, & x=— , je trouverai 

m 

que plus m diminue, plus * augmente; & comme o eft 
la limite de laquelle in, en diminuant, approche tou- 
jours , il eft clair que l eft la limite de tous les ac- 
croiflemens de la variable x. Toute quantité eft fuf- 
ceptible d'augmentation & de diminution fans fin; 
en augmentant elle approche toujours d'une certaine 



Digitized by Googl 



dbs Limites.' 

limite, que les Géomètres défignent par le mot d'in- 
fini, & qui a pour exprefhon ~ ; l'autre lim'te dont 
toute quantité approche en diminuant , a pour ex- 
preffion o. Ni l'infini , ni zéro , ne font des quan- 
tités; ce font des limit s dont les quantités peuvent 
approcher continue : lement , fans jamais fe confondre 
avec elles. L'idée d'une quantité infiniment grande 
ou infiniment petite, eft une abfurdiré. La théorie 
des parallèles, dans la Géométrie élémentaire, ne 
peut fervir qu'à confirmer ce que nous venons 
d'avancer. 

Soit un triangle quelconque KP M (Fig2), dans 
lequel l'angle P & le côté PM font conftans, l'angle 
M & le côté PK augmentant continuellement. On 

a fin. (P^My.PMi:Cin.M:PK=j^^ 

Plus le point K s'éloignera , plus la droite MK ap- 
prochera d'être parallèle à la droite PK; quelle eft 
donc l'expreflion de la limite dont la droite PK t qui 
eft fufceptible d'augmentation fans fin, approche tou- 
jours fans pouvoir jamais y atteindre ? On la trouvera 
en fe rappellant que lorfque deux droites font parallè- 
les, les angles internes d'un même côté valent enfem- 
ble deux angles droits ; c'eft à-dire qu'on trouvera cette 
limite , en faifanc P-f-M=i 8o°,ou fin. (P-t-M) =o, 

dans l'expreflion de PK (= PM i ]n ' jf "\ q U i Je- 
Y \ (fia P+M) J 9 ^ 

vient par-là |, ou infinie, 

Lorfqu'une branche de courbe , qui s'étend à l'in- 
fini, a une afymptote, elle s'en approche fans cette, 
fans pouvoir l'atteindre. Si nous concevons que cette 
afymptote eft Ja ligne des abfcifles , & qu'à un des 
points du cours infini , nous menions une tangente 
qui rencontre la ligne des abfcifTes ; il eft clair que 
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plus l'abfcifle augmentera , plus la tangente corref- 
pondante approchera de fe confondre avec l'afymp- 
rote ; & ces deux lignes parviendroient enfin à coïnci- 
der parfaitement , fi l'abfcifle pouvoit devenir infinie. 

On demande la fomme d'une férié à ? infini, que 
cela peut- il fignificr? Je prens pour exemple la ie- 
rie i ^t + 7-4-;^^77--I-77-+-&c, dont nous 
avons trouvé la fomme d'un nombre x de termes 

égale à 2 — — ; fi je fais x = ~ dans cette for- 

x -+- 1 

mule, elle devient égale à 2; donc plus on prendra 
de termes de la férié, plus la fomme de ces termes 
approchera d'être égale à 2; ce nombre eft la limite 
dont on approchera toujours fans pouvoir jamais y 
parvenir , ou , ce qui revient au même , la fomme 
de la férié à l'infini. On trouvera de la même ma- 
nière les fommes des autres fériés du n°. oà l'infini, 
& on aura 

&c. M. Jacques Bernoulli , qui le premier a donné 
les fommes de ces fériés , dans fon Traité de Seriebus 
infinitisj parvient au méme.réfuîtat d'une façon fort 
différente. Il y a # des fériés dont la fomme à l'infini 
eft l'infini même; telle eft celle des nombres naturels 
if 2 , 3, 4, &Ci dont le terme général eft i-4-.r, 
& dont la fomme d'un nombre quelconque de termes» 

depuis le premier inclufivement , eft x -~~~ — > car 

en faifant .v = \ , cette fomme devient \. 

Je crois qu'on peut regarder ces principes comme 
évidens , & nous nous propofons M démontrer qu'ils 
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font la bafe de toute la Géométrie tranfcendante des 
Modernes. 

if. Sur l'are AB (Fig. 7) je décris îa courbe 
AZ % & j'abaifle les deux ordonnées perpendiculaires 
AfP, NQ\ je rire une corde S M que je prolonge 
jufqu'à ce qu'elle rencontre la ligne des abfciiTes , 
une tangente M f & une perpendiculaire MO à QiV. 
jSelon que la courbe eft concave ou convexe vers 
*AB, le rapport de MP à Pf t eft plus ou moins 
grand que celui de MP à P S , qui , à caufe des 
triangles femblables MPS, NOM, eft égal au rap- 
port de NO l 0 M. Mais plus N fera proche de 
M , plus 5 fera proche de T, & moins ces deux rap- 
ports différeront. Le rapport de NO à 0 A/ pourra 
approcher de celui de MP à PT auffi près qu'on 
voudra, fans cependanr coïncider avec lui. Ce fécond 
rapport eft donc la limite du premier; & comme le 
rapport de NO à OM eft le rapport entre les diffé- 
rences des deux co-ordonnées MP(y) t AP (x)i il 
eft clair que pour trouver le rapport entre l'ordon- 
née & la fou tangente , il faut chercher , au moyen 
de l'équation de la courbe , la limite du rapport 
entre les différences de l'ordonnée & de PabfcifTe. 

Soit la courbe AZ une parabole qui a pour équa- 
tion y'=:ax> on tire de cette équation ù>y 



y[ax+aAx]—y[ax]=—- ~ h&c, 

& — = — — — i- + &c. Plus ùx 

&x ix 8* 1 

diminuera, plus le rapport entre les différences des 
co-ordonnés approchera de celui dans lequel il fe chan- 
geait , fi l'on faifoit Ax=ro, fans y jamair par- 

venu- i donç ce rapport -~ a pour limite — — — , 
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ou . Ainfi lorfque la courbe eft une parabole; 
on-a y: PT::y :2x; d'où l'on tire PT=2x. Au- 



trement: de l'équation y*=±ax % on tire ~ =s 
a 



t +A — » & P our ' a limite du rapport entre le» 
différences des deux co ordonnées , — ; donc y :* 

PI*:: a: 2y, d'où l'on tire Pï\— -i^l=îs2.r. 

Je prens pour fécond exemple la courbe qui a 

b* 

pour équation y y = (ax + x*), & qui eft une 

» 

ellipfe ou une hyperbole , félon que x* a le ligne 
— ou le figne -H. On tire de cette équation 2y±y-\+ 
b 

&y* — —- [(a-+-2x).Ax-±~&x t ], & pour le rap- . 
port entre les différences des co-ordonnées = 

Ax 

b 1 a+Zxx t b* Ax Ay* t i- • j 

. 1 — .La limite do 

a» iy a* zy iyAx 

ce rapport , eft ce que ce même rapport devient lorfque 
Ajt=o, &y =o; on trouve donc pour cette limite 

J_ . a ~+ z * . Ainfi lorfque la courbe eft une ellipfe 

a* 

ou une hyperbole, on zy:PT:: .(a-*-2x):y i 

d'où l'on tire PT= 



a 



Le point K où fafymptote d'une ligne courbe 
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rencontre l'axe , fe détermine en faifant .r= \ dans 
Pexprefîîon de A T. Soit la courbe dont on de- 
mande les afymptotes une hyperbole ordinaire ; on a 

AT= ax , & faifant x=± t AK = — ; c'eft- 



que dans l'hyperbole ordinaire les afymptotes 
partent du centre. Pour déterminer le point E où 
l'une d'elles rencontre la tangente au point A , 
on a les triangles femblables TPM, TAt qui 

donnent TP :P M:: TA : At = — — — . Si 

iy/(ax-hx 2 ) 

dans cette expreflio/i on fait = on aura AE=s 
b 



2 



Les Géomètres ont imaginé une courbe , qu'ifs 
ont nommée logarithmique, dont la propriété prin- 
cipale eft que les abfcifles (Fig. $) AP> AP ; t &c> 
étant en progreffion arithmétique , les ordonnées 
PM , P / M\ &c, font en progreflïon géométrique ; 
c'eft- à-dire que chaque ordonnée a pour logarithme 
rabfciflè correfpondante. D'après cette définition , fi 
nous nommons^',/', y.&c, les ordonnées qui ré- 
pondent aux abfcifles x ,#-+- A*, j + 2Ax,&c, on 
aura ^y iy r \y" :y /// :&c, & y' — y \y" — y 1 : &c : : 
yiy'i&c. En général , foient y & i deux ordonnées 
de cette courbe , x & u les abfcifTes correfpondantes , 
/ & ?' ce que deviennent les ordonnées lorfque les 
abfcifTes deviennent jr-f-f&u-t-çjon voit que 
y — y.yi — f::y:%\ c'efl-à-dire que quelle qua foît 
la différence de l'abfcifle, pourvu qu'on regarde cette 
différence comme une quantité confiante, la raifon 
entre les différences de deux ordonnées , fera celle 



de ces ordonnées mêmes. On tire de-là que 
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: :y : Ces rapports , confervant en- 

tr'eux la même raifon invariable , cette raîfon doit 
être celle de leurs limites ; & on doit avoir y à % 

dans le même rapport que la limite de ~- à la li- 
mite de-^. AinC dans toute logarithmique les 



fou-tangentes font égales entr'eiles ; & la limite dil 
rapport entre les différences de l'ordonnée & de l'ab- 
fcifle » eft proportionnelle à l'ordonnée. 

Donc le rapport entre deux Variables y & x étant 
donné parl'équatijn x = \og.y , on a que la limite de 

eft égale à y> en prenant la fou-tangente de la 

logarithmique pour l'unité. Dans les Tables de lo- 
garithmes les plus ordinaires, la fou-tangente eft égale 
à 0,454.2^4.4.8. On a aufli calculé des Tables d'après 
la fuppofition de la fou tangente prife pour l'unité, 
& on a donné aux logarithmes qu'elles renferment, 
le nom de logarithmes hyperboliques pour des raifons 
que nous dirons dans un moment. Quoi qu'il en foit, 
ce figne log. mis devant une quantiré , indiquera 
toujours dans la fuite le logarithme hyperbolique de 
cette quannté. 

On a donné le nom d'exponentielles aux quan- 
tités élevées à une puiffance dont f txpoLnt eft va- 
riable; telles font a* t y* ; & celle ci a**, )* u , &rc, 
qu'on appelle quantités exponentielles du fécond 
degré, parce que les expofans font eux-mêmes des 
exponentielles eu premier degré comme on appelle 
exponentielles du degré n , celles d^nt les expofans 
font des exponentielles du degré n — 1. On demande 
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de trouver la limite du rapport entre les différences 
des variables ^ & a-, le rapport entre ces quantités 
étant donné par l'équation y = a x } On transformera 
cette équation en celle-ci log. y = x log. a ; d'où 

Ton tire que la limite du rapport - eft égale à 

y log. a, ou à a* log. a. 

Plus le point N(Fig. 7) approchera du point M 9 
plus ces deux rapports , célui de la corde MN à MO , 
& celui de l'arc MNi la même ligne M0 9 approche- 
ront de l'égalité ; en forte qu'ils feront égaux lorfque la 
différence de l'abfciffe fera nulle. Mais le rapport de 
la corde MN à MO a pour limite le rapport de M T 
à TP, qui, à caufe des triangles femblables MTP 9 
KMP , eft égal à celui de la normale MK à MP\ 
de plus, l'arc MN eft la différence de l'arc A M. 
Donc le rapport de MT à TP , ou celui de MK 
à AfP, eft la limite du rapport entre les différen- 
ces de l'arc A M & de l'abfcifle. >f P. Il n'eft pas 
mbins évident que le rapport de AfT à AfP, ou 
celui de MK à KP, eft la limite du rapport entre 
les différences de l'arc A M & de l'ordonnée P M. 

Soit A M un arc de cercle qui a le point K pour 
centre ; il fuit de ce que nous venons de démontrer, 
1°. Que le rapport du rayon au (mus d'un arc , eft 
la limite du rapport entre les différences de l'arc & 
de l'abfciffe ; 2 0 . Que ce même rapport , du rayon 
au finus, pris négativement, eft. la limite du rapport 
entre les différences de l'arc & du cofinus ; 3 0 . Que 
le rapport du rayon au cofinus d'un arc . eft la li- 
mite du rapport entre les différences de l'arc & du 
finus. 

■ 

1(5. Nous nous fervirons d'un figne pour marquer 
la limite du rapport entre les différences de deux quan- 
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tités variables; foient y & x ces deux quantités , Se 
Ay.&x le rapport entre leurs différences; nous dé- 
fignerons toujours dans la fuite par dyidx la limite 
de ce rapport. 

1 Si y=ax H , à caufe de -^~ — anx n -- } -\-an.} 

n — i ày - m . 

- »Ax+&c; on aura -p- = * n ; 



& j étant une fonction quelconque de x & de conf- 
iantes, fi— =i4+Bâx-4-&c,onaura~^=A 

Pour défigner les limites des rapports A 7 ^: Aat 1 , 
A J x:Ax 2 entre les différences du fécond ordre des 
variables y & x , nous nous fervirons de i*yzix* 9 
d 7 x:dx l > comme nous nous fervirons de d>yidx*> 
d>xi dx 1 ; d+y:dx* 9 d+x:dx+\ &c, pour marquer 
les limites des rapports &*y : A *■ , A'x : A * » ; A 4 j : Ax\ 
A 4 *: A* 4 ; &c> entre les différences des ordres fu- 
périeurs. 

Je fuppofe que la différence A x foit confiante Cela 
pofé, fi^ = tf x n t de la même manière qu'on a trouvé 

— - sr? a n *" — 1 , on trouvera — — =an.(n — i ) .i 

d 

*n.(n — i).(n— 2).(n— 3). a"- 4 , &c. Si j= 

, on trouvera — — = — * . = 

a-+-x dx (fl+x)» dx* 

ta* ' d*J — &c 



Si 7=— ; -> on trouvera — = r» 
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*x(ax+x*y ax 




i6x(a x+x*y 

^ En général fi ^-^+BAr+&c, & que 

Ion fafle ^==>/'a* + ^"a*>, & c , aJ5=JB'a*-i. 
&c, &c, *A' = Ai ±x+A2Ax*-{-ikç 9 &Cf 
A#i=^(i)A*h-& c , &c . à caufe de ^ 



-^7" = ^CO+&c, &c, on aura — ^ = ^/ 1 

1 ' 77T — ^ &c Mais puifqu e ^ = A % 
A 1 eft auffi j a limite du rapport entre les différences 

de 77 & x ; & à caufe de -^T^^ 7 , ,4i eft 
auffi la limite du rapport entre les différences 

~J7ï~ & Xî &c; donc la différence première de 
* étant confiante, on peut repréfenter par d'y.dx* 
la limite de A -|L : a * ; , pac ^ . i;c , ce „ e de 

A "Sr : A * i P ar <ty *** celle de a -^LL ; ± x . 

gm m dxi 

ôc ainfi des autres. 

Ne fuppofons aucune différence confiante , & cher- 
ions dans cette hypothèfc les difte'rences fucceffives 

C 
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de la fonction y. On trouvera A* y — A A* x -4- 

& c _^_ J 4'_|.( y 4"_f-B / ) . Ax-+-&c ; d'où l'on tire, 
lorfque Ax—o. Jj-s^A-^+A'. & à caufe 

*-£•-«'•&-* -2- + D °"< 

-£l! IL défigne la limite du rapport entre 

dx* dx dx* 

les différences de & * dans Phypothèfc qu'au- 

dx 

iy à 1 x a 

cune différence n'eft confiante ; & -^7- elt 

Texpreffion de cette même limite , lorrqu'on fup- 
pofe que c'eft la différence de y qui eft confiante. 

Soit entre les variables y & x l'équation x y -\* 
x^ax+by + c — O, d'où l'on tire a- s t-2x-\- 

y+(b+x). — = o , & , faifant varier x uniforme- 

ment, (b+x). -0- + a = a Pour 

trouver l'équation qu'on auroit eue, fi on eût fait 

ty 

varier y uniformément , il faut mettre — 

i x d J y , , , 

— pour— — , & l'équation (b+x).— 2. 

dx 1 r dx* dx % 

^.£L-t-i^=o, eft celle qu'on demande. En 

effet, en regardant la différence de y comme conf- 
iante, on tire de l'équation b+x+(a+2 x+y) *' 
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dx d*x dx 

— — O, celle-ci (a+2x+y).— 

Ç~ — =0 j &, chaflaiït a au moyen de !a pre- 

d x x dx* s dx \ 
miere, (*-+-*). — -a — . -4- ij =o; 

ou (* + :r )'"^ 2 - + =a Je P afl ^ e 

aux différences du troifiéme ordre. 

On trouvera ù}y=A&'x-t- &c-\-A f &x&x-\- 
&c+2A'&x& t x-+-&ç-+-Ai Ax J + &c4-&c, & 

— =A h&c+3 A 1 h&c-Mi +i 

A** AXÎ * Ax* 

d?V 

&c-h&rc ; d'où Ton tire , lorfque A x= o , - =s 

(Jïy d 2 x dy 

A Y-lA f — h i4 1 ; & , mettant ~- & 

dx* ' dx» dx 

f :, v dy à* v 

— i - ■ — pour A & A' 9 on trouvera que 

dx* dx dx* r 

d*y dy d3x d»x £*> djy /d**\* 

dxT dx"dxT ^7^7 "^^"dT" VdT^/ 

( = ^ I ) défigne la limite du rapport entre les difle- 

d*y dy d*x dy 

rences de — ; 3 — & x ; comme — 

dx* dx dx* dx 

dix dy s d*x \ * . 

. ^- o ( — ) celle du rapport entre les 

dx* D dx V. dx* / rr 

dy d % x 

différences de 3 7— & x. 

dx dx* 

De l'équation ( fr-h*) . ~ + 2 . 1 ) 

di y d* y 

on tire ( b # ) . + 3 -7-7- = o ; 3c , chaflant 



Cij 
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»• »te+o -&-»(■&>-* p °"- 

trouver ce qu'on auroit eu fi on eût fait varie* y 
uniformément , il faut mettre dans cette équation — 

dy d*x d*y 0 dy d x ày 

-7717? P° ur ITT & -17 J^ + l — 
(7^) ' P°" r JÏT 5 & ^ uation 2 (iT + 1 ) 

demande. En effet, 1 équation (b-t-x) 



dy* 

dx* S dx \ . <fî* 

3 7F ' MT" 4 " ( +,) ' <F 

3 if.i^L^ (S £ll^L ï= o ; &, chaffant t. 

» ày dj< dy* 

*(|-0 (£-<-*)(£)•-<>■ 

On trouvera A*j = 4a 4 * +&c-4-^'A*A'x-4- 
&c+ 3 A f ûa± % x-+* 3 &c-f- 3 /fi Ax'A'jr-H 

Scc-i-3 ^ 1 A*' a» *-h&c-M ( i)û^+&c+&c, 

AjC* * A*> 

3 ii' — 4-&c+^i-^+&c+^(i)4-&c. 

Ax- A#* 

Donc ^=^—+4^+3^^) + 
6A1— H^(ï)5 & mettant -7-, 



d*V v ' dx 9 dx* 



V 
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i*x_ diy dy i%x d*x d*y 

dx dx> 9 dxi dx l*î 3~dxï dx* " + * 

h 



dy f d'x \ * 

J -j-- P our A, A* & Al, on trouvera que 

j'y 6 d*x d^y d*x d*y à*y 

dx* dx' dx* * <f*i d** 

7* faV 'C aa ^ I 0 d< ^s ne ,a ,îmîte du ra PP ort 

entre 1« différences de - ±. *Î!L _ 3 
d % y dy f d*x \ * dy 



*77V3?0 & * ; comme IO 



*» ■ * <fx \*«* / W V dx 

d*x d x JjLf rfl *V Ay d4x A' 

dx* dxi ÏS 17\lx^'J 57 ITT 

Cgne la limite do rapport entre les différences de 
dy dix dy f d*x \* 

17. Il fuit de la définition que nous venons de 
donner du rapport <I ue PTsss eft la for- 
mule générale pour déterminer la fou- tangente de 
quelque courbe que ce foit. Je tire la normale MK % 
& à caufe du triangle TMK redangle é\ M , j'ai TP : 

PM:zPM:PK= le triangle redangle TPM 

lervira a trouver la tangente Àf 1 = - — , 

& le triangle rectangle KPMï trouver la normale 

y\/[dx*+dy*] ~ , 
MK— J — De plus, en nommant s 

Cnj 
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l'arc A M, on a cette fuite de rapports égaux ds: 
dx:dy::MT:TP:MP::MK:MP.KPi & Jj«= 

Le triangle reôangle TPM donne TPiPM:: i : 
tang. PTM= -4^ . & Jf * •• PTs : l :tang. P M T= 

^j- $ donc -ji- eft la tangente de l'angle que la 

droite MT fait avec la ligne des abfciflês; & 

la tangente de l'angle que la même droite fait avec 

à y 

Pordonnée. Lorfque -r— eft zéro , la tangente de 

« ex 
la courbe en ce point eft parallèle à la ligne des 
abfciflês ; elle eft parallèle aux ordonnées , lorfque 

c'eft -~ qui eft zéro. Dans l'ellipfe , ou = 

dy dx 

i * p * • 

0 Cl i 2 X 

— ~ . — = — — - , il n'y a de tangentes parallèlerà la 

ligne des abfciflês, que nous fuppofons être le grand 
axe, que celles qui paflent par les extrémités du petit 
axe , comme le fait voir l'équation a— 2 x=o; & 
il n'y a de tangentes parallèles aux ordonnées , que 
celles qui paflent par les extrémités du grand axe, 
comme on 1* tire de 1 équation ^ = 0 , ou ax — 
x 7 = o, qui donne x=o & x—a. Aux points 
où les tangentes parallèles à la ligne des abfciflês , 
rencontrent la courbe, répondent detix ordonnées qui 
font les plus grandes de toutes les ordonnées au grand 
axe de l'ellipfe. Une ordonnée qui eft plus grande 
ou plus petite que les ordonnées a la même branche 
d'une courbe adjacentes de part &. d'autre, fe nomme 
un maximum ou un minimum d'ordonnées. Il y a 
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anflî des maxima & des minima d'abfcifTes ; dans 
l'eflipfe , aux points où les tangentes, parallèles aux 
ordonnées à Taxe , rencontrent la courbe , répondent 
deux abfcifTes , lune = 0, qui eft un minimum, 
l'autre = a , qui eft un maximum. Toutes les fois 
qu'il y a un maximum ou un minimum d'abfcifTes, 
la tangente eft parallèle aux ordonnées , & la limite 
àx 

-— = o ; la tangente eft parallèle à la ligne des 

J iy 
abfcifles, & la limite -^-— = 0, toutes les fois qu'il 

y a un maximum ou un minimum d'ordonnées. Mais 
Tin ver fe de cette propofîtion n'eft pas toujours vraie ; 
comme il nous fera facile de le déduire du Théo- 
rème démontré n°. 7 , que nous allons préfenter fous 
une autre forme plus commode. 

ï8. Dans l'article cité, on démontre que^ étant 
l'ordonnée qui répond à l'abfcifTe x, on a pour l'or- 
donnée 7, qui répond à l'abfcifTe x-±-n&x, 

n — t n — 1 n — t 

M z 1 3 

n — 1 n — i n — 3 

72 . . . A 4 y + &c. 

* 3 4 J 

Je transforme cette formule en la fuîvante, Fa 

Ay n — 1 A*y 
y-f-nA* — '■ h n. Ax 7 h &c, ou t 

Ax » AX 1 

1 . A x A y 

faifant n= — , en celle-ci , Y=y-\ • •+» 

m * m ax 

C^L_-ii.A^^L4-(-^ 

V 1 m* 1 m / Ax» V * . 3 mi 

Ax 1 Ax \ Aly ^ 

, A jtH Arj — ^-+&c. Quelle que foit 

1/71* 3W / AXÎ * 

Civ 
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la valeur de & x f notre formule fera toujours vraie : 

• , c ±y ày A*y 

mais lorlque &x=o, on a - = ~- y — — = 

^ &x dx A# l 

<?*y A3 y rfJy 

7^-T?r = 7^r' &Ci de p,us }c P uis fup " 

pofer que &x 8c m diminuant continuellement , 
on ait m = o en même -temps que Ax=o. Je 

nomme f ce que devient alors ; q fera , 

77Z 

comme A*, une quantité confiante. Cela pofé, 
fi dans la dernière expreflîon de F, on met ~j— , 

in *n *r nnn , L% > ^ 3 ?*r 

n^'-nr- &c > P° ur — »ijr» - nr» &c * 

A* Aï 1 A#I 

& q • 5*, î 5 1 &c, au lieu de , , , &c ; 

& que , ces fubftitutîons faites , on efface les termes 
qui font encore multipliés par àx 1 » Ax\&c, 
cette formule deviendra 

dx ^ i.i dx* T i.*. 3 rfxi ^ 
4- &:c. 



7,.i.j. 4 dx* 

Pour plus de généralité , nommons Y ce que de- 
vient y lorfque x fc change en x ± q ; il eft clair 
que nous aurons 



&c. 



1.1.5.4 dx+ ' 

C'eft fous cette forme que le D. Taylor a donné 
ce Théorème dans f Ouvrage qui a pour titre : Jlfe- 
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îhedus incrtmmtorum ; avant que de pafler à Pufâge 
que nous nousfommes propofé d'en faire, nous ajou- 
terons quelques remarques qui ferviront à le faire 
mieux entendre. 

II eft clair que Y— y eftja différence dey, foit 
que x augmente ou qu'il diminue ; la formule pré- 
cédente pourra donc nous fervir à réfoudre les Pro- 
blèmes de l'article fécond, indépendamment des fériés 
dont nous avons fait ufage dans cet article. 

Pour trouver la différence de log. x ==y - y je re- 

dy 1 d'y — 1 rfj y 

marque que —~- = — , , = , — -L- — 

1 dx x dx* x» * dxi 

—7- > , = — , &c ; fubihtuant ces valeurs 

X* ax* 

dans la formule, il vient pour la différence demandée 
±~- —±~ ± &c. De 

x zx x 3*î 4*4 — 

même , pour trouver la différence de a*— y, on re- 

ày , d*y 

marquera que ~=a x log. a, ~^=a*(\og.a)\ 

~L ŒÛ »(log. a) y , &c; d'où l'on tire pour la diffé- 

dx * 

q*a* 

rence demandée ± qa*log. (log. a) 1 ± 

(log. a)' 4- — ( log. a y ± &c 

Le rayon étant pris pour l'unité , on demande la 

dy 

différence de fin. x=y} A caufe de = cof.Jf, 

dx 

JJL=- — fin. jr,--4-=— cof.jc,4^- = fin.x, &c; 
<f** dx* dx> 

on a pour la différence demandée -h q cof. x 
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fin. x cof. .r H fin. x -4- &c. On 

i i.j 1.3.4 

propoft encore de trouver la différence de cof. x=yî 

A caufe de ~- = — fin. #,-4-^- = *— cof. # , 
^ c# dx* 

&ij r d*y 

— i- = fin. x % — — =cof. .r, &c ; on a pour la 
dx> dx* r 

différence demandée -h a fin. x — cof. x -4- 

i X 

fin. x H cof. .r -f- &c. 

2.3 1.3. t 

En mettant x pour 5 dans fexpreflïon y — q 

dy <T- à* y 

— : 1 ; &c , on la change en celle- ci , 

dx 1 1 dx- 

y—x — -+-— — & c> qui e fl ce que de- 

J dx t.» dx* * * 

vient une fonction de x, lorfque dans cette fonction 
on fait x=o. Si x=o doit rendre y =0, on aura 

d y x 1 à* y 

y — x H — - &c=o ; plus généra- 

« dx 1.1 dx 

lement fi x = o> doit rendre jy = K, on aura 

dy x % d x y * ? d>y x* 

y x — — H ■ -f~ 

J dx 1.1 J jc * 1.1.3 1.1.3.4 



— &c = K. 



Soit y=a-{-bx H- car* -f- dx' e x* -h&c ; il eft 
clair que x=o , donne ^==a ; on doit donc avoir 

y — x -^-~f.&c = * , comme il fera facile de s'en 

affurer , en jettant les yeux fur les calculs fuivans. 
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— —bx—2cx'—idx*—4tx+ — &c 

d» 



H 












*4 





c* 4 + &c 



1.3.4 d* + 

Li différence du fécond ordre de la fonction y > 
a-^H — — a4^-± &c > mais 

rfxî 1.1.3.4 a* 4 

<ir* = * dx* 1.» <** 4 ~~ i-i-3 

&C5 donc - . ' 



On trouvera de la même manière 
& les différences des ordres fupérieurs. 
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ip. En réfolvant l'équation -j-=o 9 on trouve 

entr'autres valeurs #=/. Je fuppofe qu'en fu£fti- 
tuant cette valeur de x, on rende y=F t & que 

par la même fubftitution f - , ~ , , &c, 
r dx* d*i <f*+ 

foient changées en * , £ , « , &c, ces quantités étant 

réelles. Si F eft un plus grand ou un moindre» en 

mettant dans cette fonction /-f-f, ou/ — j pour/, on 

doit avoir une quantité moindre ou plus grande qu'elle ; 

moindre fi elle eft un plus grand, plus grande fi 

elle eft un moindre. Par la fubftitution def±q pour 

«7* 

/, on change la fonction F en celle-ci, FH ± 

Cq* va* - 

+ ± &c. Or , q étant une quantité 



*-3 »•} 4 

très -petite, fi * eft pofitif ; ces deux expreftions 

F-t--^ — h&c , & F-H — &c , feront l'une 

& l'autre plus grandes que F; elles feront moindres 
fi a eft négatif. Dans le premier cas , la fonâion 
F fera un minimum , & un maximum dans le fécond 
cas. Je fuppofe que la fubftitution de / pour * rende 

* nul; il eft clair que fi F-+- 4-&c , eft plus 

grande ou moindre que F, F -4- &c doit 

être moindre ou plus grande, & que dans cette hy- 
pothèfe il ne peut y avoir ni maximum ni mini- 
mum* Mais la fubftitution de / pour x rend non- 
feulement et nul , mais aufti €, fans que « le devienne. 

Alors F H h&c, & FH &c, 

1.3.4 
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feront Tune l'autre plus grandes que F fi « eft 
pofitif, & moindres fi h eft négatif; dans le premier 
cas la fondion F fera un minimum , elle fera un 
maximum dans le fécond cas. En général , fi après 

dy d 2 y 

avoir fubftitué/ pour x dans les limites -jj-, — ~ , 

&c, le nombre de celles qui difparoiffent eft 

impair, il y aura certainement un maximum ou un 
minimum ; un maximum fi , la fubftitution faite , la 
limite, qui fuit celle qui a difparu la dernière, eft 
négative , un maximum fi elle eft pofitive. M. Ma- 
claurin a le premier fait cette remarque importante 
dans fon excellent Traité des Fluxions. 

Soit une fondion y telle que -j~-=zX(x — /), 

par X j'entens une fonction dç x qui ne renferme 

d -1 dJC 

point le fadeur x—f. On aura = -^-(* — / ) 

+ X\ & comme #=/ ne fait pas difparoître 
cette expreffion , il y. aura maximum ou minimum , 

dans cette hypothèfe, félon que C* — /) 

deviendra négatif ou pofitif. Si -~^==zX(x-—f)* 9 
d* d X 

on aura -gr = 77 < *—/)'■+• a x C *— /; . 

& comme la fuppofition de x =/ fait difparoître 
^j-, fans faire difparoître , il ne pourra 
y avoir dans ce sas ni maximum ni minimum. 
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on aura i£ = 

3*<* ëf =° t£ ^'+ tf 7T 

(*—/)* 4- 1 8 — (r— /)H-6X; & comme *=/ 

fait difparoître > 1 ? * ■ » - fans faire difparoî- 
r dx* dx* r 

d'y 

tre , il fuit que la fubftitution de/ pour * rendra^ 

un maximum ou un minimum 9 félon que ce que devient- 

dra ^ , par la même fubftitution, fera négatif ou po- 

dv 

fitif. On voit que fi -f— =X(x — f) n } & que n fait uo 

d x 

nombre impair , la fubftitution de/ pour x doit rendre 
y un maximum ou un minimum ; mais que fi ce nombre 
de fadeurs égaux étoit pair , la même fubftitution 
ne pourroit rendre y ni un maximum ni un minimum. 

dv * 

La fondion y eft telle que -j- = X (x — /} 

(x — g)(x — fc)&c, ces fadeurs* — f 9 x — g> x — A, 
&c font réels & inégaux, & X ne doit renfermer ni 

eux ni leurs multiples ; on aura m ^~ m = "~T~( * — f) 

(x-;g)(x—h)8cc + X(x — g)(x — h)&c + 
^(at— /)(x— /ij&c-r-ôcc. Or , comme ni x — f=O t 

ni x — g=o, ni x— -/i=o, &c, ne peuvent faire 
d 1 y 

difparoître chacune de ces fubftitutions ren- 

dra y un maximum ou un minimum ; un maximum 
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fi ce que devient ^ par la fubftitution eft né- • 

gatif ; un minimum s'il eft pofitif. On demande les 

x 

cas où la fondion — - « —y peut devenir un 

à y 1 — je 1 
maximum ou un minimum ? On a— — = ; 

& l'équation .r* — 1=0, d'où l'on tire x = i & 
x= — 1 ; ces valeurs de x étant fubftituées fuccef* 

fïvement dans . - = — — , il vient — ; & 

dx* (i-t-x*)* 

Donc la fonction^ devient un maximum lors- 
qu'on fait £ = 1, & un minimum lorfqu'on fait 
x= — 1. 

Lorfqu'une ligne courbe AFK (Fig. p) eft en 
partie concave & en partie convexe vers une droite 
A B ; ] e point F qui fépare la partie concave de la 
convexe , eft appelle point d'inflexion , lorfque la 
courbe étant parvenue en F, continue fon chemin 
vers le même côté: & point de rebrouflement, lors- 
qu'elle rebroulTe chemin du côté de fon origine. Il 
eft clair que dans les courbes qui ont un point d'in- 
flexion , l'abfcifle A P croiflant continuellement , la 
partie AT du diamètre, interceptée entre l'origine 
des & la rencontre de la tangente, croît aufii 
jufqu'à ce que le point P tombe en E, après quoi 
elle va en diminuant; d'où l'on voit que /fT étant 
regardée comme une fon&ion de l'abfcifle , doit de- 
venir un plus grand A L lorfque le point P tombe 
fur le point cherché E. Que dans les courbes qui 
ont un point de rebrouflement , la partie -A F croif- 
fant continuellement , l'abfciflà: AP croît auflï^ juf- 
qu'à ce que le point Trombe en £• après quoi elle 
va en diminuant \ d'où fon voit que A P étant regar- 
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dée comme une fon&ion de AT, doit devenir un 
plus grand AE lorfque le point T tombe en L. 

Mais AT=^- x; on aura donc ou 

iflO— À 1 il _ 01 

& regardant la différence de x comme confiante , 

d* y dx l 
on aura ou — — — o , ou — ■ — = o. Il faut faire 

dx % d % y 

attention que la remarque précédente a ici lieu 
dans toute Ion étendue. Par exemple» , de ce que 

pour une certaine valeur de x , - - = o , il 
■ dx % 

ne s'enfuit pas qu'à ce point il y ait inflexion ; il 
faut encore que cette valeur de x ne farte pas dif- 

d*y r diy .. r „ 

paroitre , ou que li — — duparoit , cette va- 

aJfi aX* 

leur rende nulle aulfi — — fans que le de- 

dx+ 1 dxf 

vienne ; il faut en un mot , que le nombre des limites 
qui difparoiflent par la fubftitution foit impair, en 
comptant de la première exclufivement , celle qui 
fuit immédiatement ayant une valeur réelle. 

Prenons pour exemple y = I — *♦ , on aura 

dy t d'y d*y 

-^r == - l2x '' -^T=- 2 ^- 

^ = — 24. Si l'on fuppofe -^- = 0, on a 

x = o de -^==0, étant une quantité réelle; 

donc 
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dohc y ne pafle pas par un point d'inflexion. Mai* 

dy /¥»•/- 

= o donne auffi x =0 , & cette fubftitution 

rend nulles les limites — -, 4"^-» celle-ci -^-» 

dx> dx* » dx> 

étant une quantité réelle négative ; ainfi dans la courba 
en queftion lorfque x = O f l'ordonnée y eft ud 
maximum* 

20. Je pafle à la recherche du rayon de courbure. 
Si l'on conçoit (Fig. 10) qu'une ligne courbe quel- 
conque BDF concave vers le même côté, foit en- 
veloppée d'un fil A BDF, dont l'une des extrémi- 
tés foit fixe en F, & l'autre foit tendue le long do 
Ja tangente BA 3 & que l'on fafl'e mouvoir l'extrê* 
mité A en la tenant toujours tendue , & en dévelop- 

fant continuellement la courbe BDF, on voit que 
extrémité A de ce fil décrira dans ce mouvement 
une ligne courbe AHK. Cela pofé, la courbe BDF 
fera nommée la développée de la courbe A HK ; & 
les parties droites AB 9 HD> KF du fil feront nom- 
mées les rayons de la développée , ou rayons dé 
courbure de la courbe AHK. Je fuppofe que deux 
rayons de courbure HD, KF fe coupent en un 
point S, & que de ce point comme centre, avec 
un rayon égal à l'unité, on décrive l'arc a£ D'après 
Ja définition , il eft clair que plus le point K appro- 
chera du point H, plus le rapport entre l'arc *C & 
Tare HK de la courbe, approchera du rapport qu'il 
y auroit éTntre le même arc a C, & un autre arc décric 
du point S comme centre avec le rayon SH; rapport 
qui n'eft autre que celui de 1 à SH, lequel approche 
continuellement de celui de i à DH. On voit donc 
que Je rapport de l'unité au rayon de courbure , eft 
la limite du rapport entre l'arc *C & 1 arc HK de 

3^ 
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la courbe ; ou , ce qui revient au même , qu'il eft la 
limite du rapport entre les différences de l'angle HVA y 
formé par la normale HV & la ligne des abfciflès, 
& de Tare AH de la courbe. Il faut remarquer que 
lorfque la courbe eft concave, comme dans la figure 
ci- jointe, les angles que forment les normales avec 
la ligne des abfcifles, vont en augmentant en par- 
tant de l'origine des co- ordonnées; & qu'au con- 
traire , ces mêmes angles vont en diminuant quand 
la courbe eft convexe. De plus , en nommant j Tare 
AH, on a (n°. ic) ds : dx :: i : fin. HV A , & 
dsidyn i:cof. HV A\ d'où l'on tire 

**™Çr «CHVA J** Tj ■ * 

'(4r) 

que la limite en queftion eft égale à ± — 



Donc, en nommant jR le rayon de courbure, on 
a K = — = — - — , le figne 4- étant pour la courbe 



concave & le figne — pour la courbe convexe. Mais 

* 

— — , le figne — étant pour la 

courbe concave , & le figne + pour la courbe çon* 
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• . k 
Vexe. En mettant pour ( i [jj^] ) * û valeur 

on a cette autre expreflion R= .] 

— — . Si on veut faire attention que les 

mêmes proportions donnent aufli *.....] 

on verra aifément qu'on a encore R= — — . 

'(-£-) 

Si la courbe AH eft un arc de cercle qui a r 
pour rayon , on a pour équation y 1 = 2rx t — x x - % 

d'où l'on tire iL , — rf( <L} = 



(irx — *O l (irx — *»)* 

& K = r; c'eft-à-dire que le rayon de courbure eft 
égal au rayon du cercle, ce qui réduit la développée 
à un point qui eft le centre. 

21. Dans toutes ces applications, il n'a jamais 
"été queûion que de trouver, au moyen de l'équa- 
tion de ^^ ourbj? . la limite du rapport entre les 
différences des^cd-orâ3nnées. Suppofons que ce rap- 
port foit donné par l'équation C ( n°. 3 ] , on aura 
ày A 

-y-= — ; mais il pourroit fe faire que quel- 
ques valeurs particulières de y ou de x rendiflènt A 

Dij 
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& B nuls en même temp^ & que dans ce cas la limite 
dy 

— - — fe préfentât fous la forme indéterminée ?. Par 

dx r 

exemple, l'équation a(y — by — x(x — a) x =o, 

donne — r— =s ; ; or il elt clair 

dx ta.(y-b) 

que la fuppofition de y — b ou de j: = j rend nuls 
en même-temps le numérateur & le dénominateur 
de ce rapport. On verra aifément que dans la fup- 
pofition qui rend A & B nuls en même temps , le 
rapport entre les différences, au lieu d'être donné 
par l'équation G , n'eft plus donné que par C&x 1 -^ 
DAj;^-}-£^ , -i-FAx , 4"&c=30; & que par 
confisquent on ne peut en avoir la limite qu'en réfol- 

C=o\ La courbe a pour équation a (y — <>)* — 
x(x — <i) l = o,& le rapport entre les différences 
des co-ordonnées eft donné par 2a(y — b)&y~\+ 
a*y : = (3 x — a)(x — a) A x -4-2 (x — a)Ax*-t+ 

x& x* ■+• A .ac* j ce qu'on réduit à — - — = I H 

n ax* a 

lorfau'on fuppofe y = b, ou x — a\ donc au point 
où x — a & y = b, la limite eft donnée par 1 équa- 
tion du fécond degré ("JJ") = * > d'où Ton tire 

deux valeurs de cette limite, favoir -4- i & — i; 
ceft-à dire que nécessairement il paffe jwf'ce point 
deux branches de la courbe. On appelle point double 
celui qui eft commun à deux branches de la courbe. 
Il pourroit arriver que quelques valeurs particulières 
de y ou de x rendirent non-feulement A & B nuis 
en meme-temps , mais auffi C, D & £. Dans cette 
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fuppofitîon , le rapport entre les différences feroit 
donné par l'équation FA^ , -+-GA^ 2 ^j-f-//AjrAj 2 4^ 
Iày*-\-K&y+-i-3tc = o i & la limite par l'équation du 

F=0. Soit l'équation^ 4 — a xy 2 -\-b x*=0 , on cher- 
chera le rapport entre les différences des co-ordonnées; 
lorfqu'on fuppofe x = 0, ce qui donne j=o, à caufe 
de l'équation de la courbe , ce rapport eft donné par 
l'équation bbx* — jA* Ay , -f-Ay 4 =o. Donc, pour la 
courbe en queftion, au point où.r = o& j=o,ona 

[âx "p a r dx n 
— J r L17J = & les trois valeurs O, 

I/LT"]' — ^Ct*J ^ e Ia I ' mite » indiquent que né- 

ceffairement il pafle par ce point trois branches de la 
courbe ; ce point eft ce qu'on appelle un point triple. En 
général, le degré de la multiplicité du point fera le même 
que le degré de l'équation qui renferme la limite. 

Le Problême de déterminer les points multiples d'une 
courbe, eft bien fimple. Soit toujours * l'équation de la 
courbe, & G l'équation qui renferme le rapport entre les 
différences des co-ordonnées , on fera A = o , B =0; 
& on aura autant de points multiples qu'on trouvera 
de valeurs différentes de^y, qui avec les valeurs de x 
correfpondantes , fatisferont à l'équation * ; on com- 
prend dans ces valeurs différentes de^, celles qui étant 
égales différent par le figne , & celles qui étant égales & 
de même figne, répondent à des abfciffes différentes» 
Mais ne confidérôns qu'un feul point, en ne fuppofant 
qu'une valeur à x & une zy ; fi ces valeurs, tirées des 
équations A=0 & B=o, ne fatisfont qu'à *, le point 
fera double, il fera triple fi elles rendent nuls aufli les 
coefficiens C, D & E ; quadruple 11 ces valeurs fatisfont 

*D iij 
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à l'équation a , & rendent mils les coefficiens C, D , E % 
F 9 G,H,1', & ainfi de fuite. On demande les point» 
multiples de la courbe qui a pour équation a(y — £)* 
— x( x — fl) l =o, & pour laquelle le rapport 
entre les différences des co-ordonnées eft donné par 
2a(y — b)Ay — (3 x — a)(x — a) Ax+ï+a&y* — 
a(x — a)£x' — x&x* — ^^'=0? Je fàsy-?-b=Q 
&(3*— <0(*— a)=o t d'où l'on tirej==^, x=a> 

a 

& #= — $ comme il n'y a que y = b & x=a qui 

fatisfaflent à la propofée , je n'ai qu'un point multiple ; 
& ce point eft double. On propofe encore de trouver 
les points multiples de la courbe qui a pour équation 
y* — axy % -4- 6jf 5 = 0? On en tire l'équation aux 
différences (47* — -2axy)&y — ( ay* — 3 b x 1 J A x -H 
( — ax) &y* — 2 a y A x &y -4- 3 b x A x* -f- 
qy&y* — a &x b Sx* A^ 4 = o; je fais 

4^ — 2axy = o , & ay a — ,^bx*=o t d'où * = Q 

& ^ = °" *"7T' ^y^'V^l-^j]- mai? 

ces deux dernières valeurs ne fatisfont point à la pro- 
pofée , il n'y a donc de point multiple que celui qui eft 
donné par at=o & y — o ; c'eft à dire qu'il n'y a 
de point multiple qu à l'origine des co-ordonnées , 
il refte à trouver quelle eft la multiplicité de ce point. 
Ce point eft triple , puifque 7 = 0 & x = o ren- 
dent nuls les coefficiens de Ax* 9 A x A y , Aj»; 
& on a trois valeurs de la limite qui font o , 

— \^\r\r\' ( * ont la P relIliere 

voir qu'une des tangentes eft parallèle aux ordonnées. 
L'équation qui renferme lu limite pourroit avoir 
des racines imaginaires, & alors il y auroit autant 
de branches invifibles que de racines imaginaires; 
lorfque les points où cela arrive font détachés du 
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cours de la courbe , on les appelle des points corc- 
jugués. Cette même équation pourroit avoir des ra- 
cines égales; c'eft ce qui arrive lorsqu'au point multiple 
plufieurs branches fe touchent à la fois , on trouve 

autant de valeurs égales de ~- qu'il y a de bran- 
ches qui fe touchent. Mais nous ne pourrions entrer 
dans un plus grand détail , fans trop nous écarter du 
but que nous nous fommes propofé ; nous termine- 
rons cette théorie des points multiples , par démon- 
trer le Théorème fuivant : une courbe d'un degré 
n ne peut avoir de point d'une multiplicité fupérieure 
a n — !• Soit * l'équation de la courbe, & 6 l'équa- 
tion qui renferme le rapport entre les différences des 
co-ordonnées; pour qu'elle eût un point d'une mul- 
tiplicité n, il faudroit que les valeurs de y & de x m 
tirées des équations A—o & B = o, ratisfiffent à 
la propofée , & rendiflent nuls en même-temps les 
coefficiens C, D, &c, c'eft à- dire que de l'équation 
aux différences, il ne devroit refter que aA^-H 

b&x* 1 Ay-f-«. g Aj a =r« o. J'imagine deux 

nouvelles co ordonnées p & q qui aient leur origine au 
point en queftion ; en fubftituant dans la propofée 
x-hp à x 9 & jy-l-a à^, on aura une transformée 
dans laquelle il faudra effacer la propofée , puifque 
les valeurs de y & de x doivent fatisfaire à cette, 
équation , & dans laquelle il faudra rendre nuls les 
coefficiens que nous avons rendus nuls dans l'équa- 
tion aux différences. Par ces opérations, notre trans- 
formée fe réduit à ap n -\-bff K ~~ % q-\- -H 

gç"=0, qui pouvant toujours fe décompofer en 
jj&eur du premier degré , indique que le point .en 
queftion n'appartient point à la courbe , mais au fyf- 
téme d'un nombre n de li&nçs droites qui fe coupent 
en ce poinu 

D iv 
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22. Nous avons enfeiçné à réfoudre généralement 
ce Problème : Trouver les limites des rapports entre 
les ditiérences des quantités variables dont le rap- 
port eft donne. Le Problème inverfe confifte à re- 
monter des limites des rapports entre les différences t 
au rapport même des quantités. Par exemple , étant 
donné ay — ax n dx , fi on demandoit le rappoit 
çntre les variables y & x , on trouveroit que , hors 
le cas de n= — i , ce rapport eft donné par l'équa- 

tion y = — hC'i C eft une confiante arbi- 

traire qu'il eft nécefTaire d'ajouter, puifque généra- 
lement dy=ax°dx ne vient pas plutôt de y=s 

» ^ ^ ^ — , que de y = ^ — augmenté ou di- 
minué d'une quantité confiante, Lorfque n= — i t 

on a dy = qui donne y— a log. x«4-C, ou 

x 

mieux y=a log, y -4- log. b (car log, i peut éga- 
lement repréfenter une confiante quelconque) ou 
bien y = log. b x". 

Plus , généralement , X étant une fonction de x 
JJc de confiantes , fi dyz=a X n dX t on aura, hors le 

cas de n= — i, y= X°^' + C, & , 

lorfque n =3 — i , = log. C X*, 

On propofe l'équation ^j — K x m dx^p^qx*)'-, 
K, p, y font des coefficiens conftans , & m, r, x a 
des nombres quelconques, pofitifs ou négatifs, entiers 
fra&jonnaires. JE^n développant (p-hqx r ) s , on trouve 

■/>'^ 3 $ ï * ,f -l- &e ; il fuit delà que fi s eft 
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un nombre enter pofirif , on aura dy égal à un nom- 
bre fini de ternies de îa forme de ax H dx, d'où il 
fera facile de tirer !a valeur de y. 

Je fais p qx r = X, d'où Ç— — 



x*dx==^-(— — -) r -, faifant toutes 

ces fubftitutions, l'équation propofée devient dy = 

KX'dX ( X—i \ Z T 1 — » «+1 a 
( J • Si elt un 

rq V q / r 
nombre entier pofitif, on pourra trouver la valeur de 
y en une fonction algébrique de .r & de confiantes, ou 
qui ne renferme d'autres quantités tranfeendantes 

que des logarithmiques. Car alors ou —y- X 

fera zéro, ou il fera un nombre entier pofitif. S'il 
eft zéro, ce qui donne 7n=*r — i, on aura dy=* 

- , d'où Ion tire y= - — hC= 

rq ' rq.(s+>t) 

— . — - — hC, & lorfque i= — I . 

;=!og, (cXTrWlog. (c.Cp + f*') 77 )* S'il 

eft un nombre entier pofitif, on aura dy égal 
à un nombre fini de termes de la forme de aX'dX* 
L'équation dy= K x* dx V(p-¥ qx* ) eft dans ce 
fécond cas; en faifant p+jx^X, on la trans- 

forme en celle-ci: dy— {X~ x dX — pX'dXji 
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d'où l'on rire.y = — ?—( 3 X'— jpX)]/X-4- 

C = 1 ~(3qx* — 2 P y(p + qx*y+C. 

Donnons à l'équation dy=Kx m dx(p-\-qx r y la 
forme que voici: dy = Kx m +~ rs (p X —'-+- q y ; & 
nous verrons qu'on peut encore trouver la valeur 
de y en une fonction algébrique de a: & de conf- 
iantes , ou qui ne renferme /'autres quantités tranf- 
cendantes que des logarithmes , toutes les fois que 

— ~ f ^~*~ I eft un nombre entier pofitif. Ainfi l'équa- 
tion dy — Kx^dxl/lp+q x*] ayant été changée 
en cette autre : dy = K x"—* dx l/[ p x— % H- q ] ; 
on fera px—*-\- q = X , d'où Ton tire * = 

(2^)-U-l^(-î=i)-W 

ftituant ces valeurs, on a dy=. (X T */X— 

î X^i X) , & par conféquent y = C ^- ( j X » — 

i p 

2L X ^=C~-^—( 3 px-'-2qx->)(p + 
qx>)\ 

23. Le premier ufage qu'on ait fait de la méthode 
précédente , a été de l'appliquer à la quadrature & 
à la rectification des lignes courbes , à la mefure 
des furfaces & des folidités. 

Soit une courbe AZ (Fig. n),& deux ordon- 
nées MP , JVQ perpendiculaires à l'axe AB ; je tire 
upe corde MN , & je conftruis un rectangle BAPL 
qui ait AP pour bafe, & dont la hauteur AS foin 
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confiante , & prife pour l'unité, Nous avons démon- 
tré (n°. 6 ) que l'eipace MPQN 9 terminé par l'arc 
MN, eft la différence de l'efpace APM; or le rap- 
port du trapèze MPQN au rectangle LPQK, 
différence du rectangle BAPL, approchera d'autant 
plus du rapport de l'efpace MPQN, différence de 
l'efpace APM, au même rectangle LPQK , que le 
point N fera plus près du point M. On trouvera la 
limite du rapport entre le trapèze & le rectangle 
LPQK , en cherchant ce que devient le rapport entre 
les différences de l'efpace APM & du rectangle BAPL % 
lorfque A# = o & A^ = o; c'eft à-dire que la li- 
mite du rapport entre ces différences , eft aufli la 
limite du rapport entre le trapèze MPQN* & le 

rectangle LPQK. Le trapèze eft égal à — Ar, 

& le rectangle à i . A*; on a donc y+-^- pour 

le rapport entre ces deux quantités , & y pour la 
limite de ce rapport. Donc , en nommant E l'efpace 

âE 

APM, on aura -^—-==7 & dE=ydx- y il ne s'agira 

plus que de trouver la valeur de y en x , au moyen 
de l'équation de la courbe. Si les lubftitutions faites , 

dE 

la valeur de — eft telle, qu'en remontant au rap- 

d x 

port des quantités E & x % on le trouve donné par 
une équation algébrique, la courbe fera de celles 
qu'on dit être quarrabUs exactement, ou fimplemenc 
quatrabîes. 

Suppofons j^rrr*; cette équation exprime la na- 
ture de toutes les paraboles , lorfque l'expofant m 
? ft un nombre pofitif entier ou fra£ionnaire , & de 
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toutes les hyperboles lorfqu'il eft un nombre négatif. 
On aura dE(=ydx) = x m dx, d'où Ton tire £ = 

m -f- l 

« jr m + C. Ainfi les paraboles de tous les 

genres font des courbes quarrables ; il en eft de même 
de toutes les hyperboles rapportées à leurs afymp- 
totes , exceptée l'hyperbole» ordinaire. La quadrature 
de l'hyperbole ordinaire équilatere, rapportée aux 
afymptotes , en prenant la première abfcifle .pour 
l'unité, dépend dé la conftru&ion d'une logarith- 
mique , dans laquelle la fou - tangente feroit prife 
pour l'unité, & c'eft la raifon pour laquelle on a 
donné à ces logarithmes le nom de logarithmes hy- 
perboliques. 

De l'équation dy = t on tire ^ = log. 

(i±:*) + l°g- b , ou faifant en forte que y = o 

lorfque x = o,y = log. ( I ± x). Mais ■ ^ = 

iT^+^'T^^&c; donc dy=±dx — xdx^h 
x'dx — x*dx±:&c, &.y[=log. (i ±*)] = dt 

X 1 X * X * 

x — -t b &c.On déduira aifémenc 

. . I+* IJfï 2*' 

de la que log. = 2 x H Hr + 

i—x 3 î 

--t-&c; fi pour # on prend une fradtion très- 



7 

rtite , cette fuite eft très convergente , & fêrvira 
trouver le logarithme hyperbolique d'un non^bre 
quelconque d'une çianiere très-approchée. Je remar- 
querai à ce fujet que tout problème qui n'eft fuf- 
çeptible que d'approximation , & qu'on peut faire 
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dépendre des logarithmes, eft réfolu de façon à ne 
rien laiflèr à defirer ; car à caufe de l'extrême con- 
vergence de la fuite précédente , cette approximation 
eft auflî confidérable qu'elle peut être, & de plus 
elle fe trouve toute calculée par les Tables de loga- 
rithmes qu'on a entre les mains. 

24.. La formule pour rectifier les lignes courbes 
eft ds = \/(dx 7 H- dy % ). Si l'on vouloir favoir 
quelles font les paraboles qu'on peut rectifier, on 
le trouveroit en mettant dans la formule précédente 
pour dy fa valeur tirée de l'équation y m =x, & on 

auroit d$^^]/ /r [m*+x 2( *~ lï ]. Or il 
eft clair qu'on peut trouver s exactement dans les 

deux cas fuivans ; lorfque & — 

m) i.(m—i) 

font l'un & l'autre des nombres entiers poGtifs. Ainfï 
la parabole cubique , qui a pour équation y* = x* 9 eft 



1 t 



re&ifiable ; car on a ds = x> dx(l + x* y. Jefais 

1 

fubftituant ces valeurs, il vient ds — {X*dX,dc 

s = X î C= ( i -+- )* -4- G 

Le rayon étant pris pour l'unité , nommons y 

. d y 

le finus d'un arc j; on aura ds — — A 

✓ [»— y] 

caufe de — — = i-H^ 1 — h 

*-s-iy 6 . f.?.î.7.^ e 

— - — ~ H — h &c , on a i=jy 
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2.2. 1.4.5 2.4.6.7 ». 4.6.8.5» 

puifque =0 doit donner j=o. Pour trouver l'arc 
de 30 0 , on fera y — \> & on aura pour la valeur 

de cet arc - H 4- — h — — +" 

i4.j 1.4-5 2*. 4. 6. 7 

+• &c , férié extrêmement conver- 



gente , & dont la fomme des dix premiers termes 
= 0, j'235'p877. En multipliant ce nombre par 12, 
on trouve la circonférence vr = 6,28 ? 185-24, ex- 
preflîon qui ne diffère de celle qui a été trouvée n°. 1 1, 
qu'à la feptiéme décimale. 

Réciproquement étant donnné dy— v ^^_ x% y * 

on en tire que y eft égal à l'arc qui a pour finus x 
plus à une confiante arbitraire , ce qu'on exprime 
ainfi y=A fin. x-+- C. On voit que ce Problème 
dépend de la conftruction des Tables des finus; or 

j étant un arc quelconque, on a fin. s = s - H 



■ — * — -4- &c , cof. s = 1 — 

2.3.4.* x. 3. 4. 5. 6. 7 

J* J4 S 6 

— ^--H h&c ; & comme il 

2 x.}.4 2.3.4.5.6 

fuffit de connoîtreles finus & cofinus des angles jufqu'à 
1 ne fera jamais plus grand que la huitième partie 
e la circonférence, &par conséquent la valeur nu- 
mérique de cet arc fera toujours moindre que l'unité. 
D'où il fuit que nos deux fuites font extrêmement 
convergentes ; & que tout Problème qu'on a fait 
dépendra de la conftrucfion des Tables des Sinus , 
eft réfolu par approximation » de manière à ne rien 
lahTer à deûrer. 
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2$. Imaginons que toute la figure fafle une révo- 
lution entière fur l'axe AB (Fig. il); & nommons 
S la furface décrite par l'arc AM(—s) t laquelle 
furface a pour différence la zone décrite par l'arc 

MN. La furface décrite par la corde MN=z— 

(2y + £y).\/(Ax t -\-&2 t ) 9 & celle décrite par 
la ligne LK=n± x 9 à caule de LP= i ; on a donc 
pour le rapport entre ces deux furfaces 

y+ A J + ^ & pour la limite de 

ce rapport y\S[i + -rvj' Mais ce même rap- 

AS 

port approchera d'autant plus de que le point 

N fera plus près dq point M, c'eft-à-dire qu'il a 

auflî pour limite J*^ - ; donc dS=vy\/[dx*-ï-dy>]> 

c'eft la formule dont on fait ufage pour trouver la 
furface de tout folide de révolution. 

Si, par exemple, le folide de révolution eft une 
fphere qui a r pour rayon , on a dS=mrdx 9 & S— 
*r-r+C; trrx eft la furface de. la ealote qui a x 
pour flèche ; fi dans cette exprefîion on fait x= 2r, 
on aura 2. ir r x pour la furface de la fphere. Mais fi 
Ion vouloit la zone comprife entre deux petits 
cercles , dont le plus près de l'équateur en feroit 
éloigné de la> quantité b , & l'autre de la quantité c 9 
il faudroit faire en forte que S fût nulle lorfque x= 
r — c, ce qui donneront ?rr.(r — c) C = o , 8c 
S=wr. (c — r-H*); on feroit enfuite x=r— 
& on auroit pour la furface demandée , . (c — b). 
îour trouver la furface d'un paraboloïde dont le 



paramètre =a , on a dS= ]/(^ax a* >' 



ra 1 
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■dx 
s 

« 1 

& S = -(4ax-ha>y -+• C; & fi l'on veut 

cette farface à compter du Commet A » on trouvera 

qu'elle eft égale à Ua.r + a 1 ) 1 

lia la 

26\ Je nomme S le folide engendré par l'efpace 
APM dans fa révolution fur Taxe AB\ ce folide a 
pour différence le folide engendré par l'efpace 
MPQN terminé par l'arc MM. Cela pofé, le cone 

tronqué engendré par le trapèze MPQN — — »j 

3 y % -M y AfH- Ay* . - 

±_ ^ — Ay, & le cylindre engendre 

par le reftangle LPQK=* ; on a donc pout 



? y * 

le rapport entre ces deux folides -^l— 



y A y -f- A * 



.3 

& pour la limite de ce rapport y\ Mais ce même 

A S 

rapport approchera d'autant plus de que A* 

— a x 

fera moindre, c'eft-à-dire qu'il a aufli pour limite 
— ; donc dl = — y* dx, & c'eft-Ià la formule 

propre à trouver la folidité de tout folide de révo- 
lution. » 

Si c'eft une fphere, on a dl= — (2 rxdx — 

x x 4x), & pour la calote dont la flèche eft x . 

-I- ^r** — ^ , car alors 2 doit être nul lorfque 

# = 0; 
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x=o; dans cette expreflion , je fais #=2r, & 
il vient pour le folide de la fphere \irrK Si le fo- 
lide de révolution eft un paraboloïde dont le paramètre 

—a, on a dï = — axdx, & 2= j-C Je 

J- 4 

demande le tronc comprit entre l'ordonnée qui pafle 
par le foyer & une autre ordonnée quelconque ; dans 

ce cas 2 doit être nul lorfque x= — , ce qui donne 

pour la quantité demandée, Çx l ^—^ ; fi 

ce tronc devoit avoir pour hauteur fc, on feroic 
x = h b , & on auroit le folide du tronc égal 

4 

t cl f û h \ 

à — h^J. Si le folide a été formé par la 

révolution d'un efpace elliptique ou hyperbolique au- 
tour de l'axe a ; à caufe de y* = — — ( ax -h x J ) , 



on a is = ( a x d x T- x* d x ) > & s = 

27, Soit en C (Fig. 12) le centre de gravité de 
l'arc A M, & en C le centre de gravité de fa diffé- 
rence MNy je mené aux deux axes AB* AD les 
parallèles CK , CO ; C'A, C'S. Il eft clair que les 
momens AM.CK & AM.CO ont pour diffé- 
rences Aftf. C'R & AW. C'S; c eft- à- dire que 

, " =» C'R , & que = 

Mais lorfque À*=o, C'A devient ^P, & C'S 

E 
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devient P M; donc = & , — - = *, 

ds ds * 

d'où Ton tirera CK , CO, & la pofition du centra 

de gravité de l'arc A M. 

Suppofons que C & C foient les centres de gra- 
vité des efpaces A P M ,'A/ P QN; on aura. . . 

a(APM .CK) *( APM.CO) 

Mais lorfqua Àx=0, (7 fi devient , & C'S 

. . PM . d:E.CK) 

devient ; donc — = x> & ; 

x dt 

d(E.CO) y 



dE 

Les centres de gravité des fjrfaces décrites par 
A M Se par MN, dans la révolution de la figure 
fur Taxe AB , font placés dans cet axe ; foie l'un 

en O & l'autre en S, on aura = SA, 

A O 

& lorfque A x = o , — = .v. 5i les points 

O de S font les centres de gravité des folides en- 
gendrés par les efpaces A P M , M PQN dans la 

même révolution; on aura > = S A , & 

A S 

lorlque Sx — o> = x. 

Soit A M un arc de cercle qui a r pour rayon; 
c'eft - à - dire que y = j/[ 2r x — x*], à s — 

— — — i£=iarl/[2r*— *»], &c. En 

faifânt les iubftitutions néceflaires dans les formules 
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précédentes, on a d(s.CK) = — ■ rxdx ^ 

r v(* rx — x y 

r*ix r.(r — x).âx . . 

sss r ds — rdy % 



TX X*) \/{%TX X* ) 

& CK = r d(s.CO) = rdx, & CO 



TX 

« 

S 



; d(E . CK) = xd xy( 2rx — **) = 
r d x Y ( ^ r .r — # 1 ) — < r — x ) <f x j/C 2 r * — * 2 ) — 
rdE~y*dy, & CK=r— <f(E.CO) = 

i 2 

Se ^40 = 8r *~ ? * , jsj Q us avons déeer- 
' nr — 4* 

miné les confiantes arbitraires de manière que cha- 
cun de ces momens fût nul lorfque x=o. 

Si l'arc A M appartient à une parabole qui ait 
pour équation y x = p x , à caufe de ds = dx 

^lll±?lL=:Ads+dX, A étant une confiante 
indéterminée , & X une fonftion inconnue de *; 

V 

Cela fuppofé, dX=(x—A)dx ^ * , 

& X ne peut être que de cette forme BC+px+p 1 )* 
(px) a , B étant un coefficient confiant qu'il s'agit 
de déterminer, aufli bien que les nombres m & n. 

Eij 
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Donc (x-A)ix =*B(4mpdx 

*V(px) 

(ipx+p t ) m — % (px) n + npdx(4px+p*) m (px) n -" l )'> 
divifant les deux 'membres de cette équation par 

dx\/( 4px-4-p*) . x — A 

— , il vient = • 



4 mpB (qpx-t- />*) m ~"*( px) n -+ï-t-np BCqpx-h 

p*y n ï(px) n Puifque ces deux membres doi- 
vent être identiquement la m£*me chofe , il faut que 
dans le fécond il ne fe trouve d'autre puiflance de 
x que la première , ce qui arrivera fi Ton fait m = { & 

72 = -,&on aura = 8p J £.r-f-- ;dou 

X 1 

l'on tire B — — - — & A — -HJU Donc X=a 

16p* l6 

— — .d(s.CO)= — l/($px+p*) , & j. 

2 6 X 

i 

CO as ; ici, comme dans les 

calculs précédens & dans ceux qui fuivent, la conf- 
tante arbitraire Ce détermine de manière que le mo- 
ment foit nul lorfque x = o. On a d(E.CK) = 

p*x~*dx, Se CK=\x, d(E.CO) = -£ï^, & 
CO=iV(px); d(S.AO) = — ]/(ipx+p>) > 
kS-40 = —L—(6px— p*)(4px + p*y -h 
■^—3 d(X.AO)^:— px*dx &sJO=Itïl , 



< 
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28. Si les lignes PAf, P'AF 9 P"M" (Fig. 13 ). 
que nous fuppofons repréfenter les efpaces parcou- 
rus pendant les temps AP, AP\ AP ,f > font à une ligne 
droite , le mouvement eft uniforme ; puifqu'alors les 
efpaces» parcourus font entreux comme les temps 
employés à les parcourir. Mais fi ces lignes P m» 
P'NÏ , P"M" font à une courbe BMM'M" le 
mouvement eft accéléré ou retardé , félon que la 
courbe eft convexe ou concave vers A C. Je fup- 
pofe que le mouvement foit accéléré , & qu'à l'inf- 
tant même où le corps finit de parcourir la ligne 
PAf, il vienne à fe mouvoir uniformément avec la 
vitefle qu'il a en Af. Je fais Pp=PP f , & des points 
M & m je mené parallèlement à A C les droites MN, 
771/ï. Cela pofé, fi Ton prend Nt pour repréfenter 
l'efpace que le corps parcourroit uniformément dans 
le temps P P f avec la vitefle qu'il a en M, cet ef- 
pace fera plus grand que l'efpace Mn qu'il a par- 
couru effectivement dans le temps Pp — PP!> & 
' moindre que l'efpace NM f \ il faut pour cela que 
Mt foit tangente au point M. En effet, Mt étant 
tangente au point Af , fi l'efpace que îe corps par- 
courroit uniformément dans le temps PP' pouvoit 
être moindre que Nt & =Ne x par exemple j en ti- 
rant eMh &Ja parallèle hg à AP, on auroit Nc= 
Mg, & moindre que Mn; ce même efpace ne peut 
être plus grand que Nt & =iVe', car en tirant 
Mt 1 , on peut fuppofer que cette ligne rencontre 
une des ordonnées de la courbe en un point E , tel- 
lement fitué que N f E foit plus grand que iV'K, 
ce qui donne l'efpace que le corps parcourroit uni- 
formément dans le temps PQ plus grand que celui 
qu'il a parcouru dans le même temps avec un mou- 
vement accéléré. Donc Mt eft nécessairement tan- 
gente au point M> d'où il fuit que fi nous nommons 

E iij 
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AP, f, l'efpace PM, c, on aura MNiNti: dtidey 
Nt 

mais g— eft l'expreflion de la vitefle au point M* 

puifqu'en vertu de cette vitefle , le corps parcour- 
roit uniformément l'efpace Nt dans le temps MNi 

donc nommant u cette vitefle , on aura u = — ; — . 

dt 

L'efpace tM / eft celui que le corps a parcouru 
dans le temps PP / de plus que l'efpace Nt qu'il 
eût parcouru uniforme'ment avec la vitefle qu'il a en 
M y c'eft donc cet efpace que la force accéle'ratrice 
feroit parcourir au corps dans le temps PP\ fi au 
commencement de ce temps il n'avoit aucune vi- 
tefle. Soit PP' = P'P"=Af a c'eft à-dire que A t eft 
confiant ; & P 1 NL'=e> P"M"=e". Nous ayons 
, mr de . de 

trouve Ni = &t -j^ ■ donc P'f =e-r-A r -j— , 8ç 

Mais 

*•* 

+ * c > donc fAf =|-jn-H 

et* dt x ».} 

■ , + &c. Nommons $ ce que devient ce rapport 

tM'i Ar* au point M, & nous aurons 4» = rf>c .. 

Kit* 

Prt » « .du d* e 

e 1 équation w = -^-~ , on tire-— = — 



■ 


de 

^e'— c — Ar — 

<h 


■ = A<r — 


Af- 


de 


(n°. 


de 

i8)Ae = Ar— - 

<2r 


H 


d*e 






dt* 





donc $= & Il eft dair qu'au lieu 

de fuppofer le mouvement accéléré , fi nous l'avion* 
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fuppofé retardé, nous aurions trouvé 4= ^-~t 

4 idt x 

du uâa 
$=3 — , & é$ =5 — — - — . Nous remarque- 



zdt xde 
rons que <p eft ce que les Géomètres nomment la 
force accélératrice. 

Au point M 1 je mené la tangente AfV, & je 
tire la corde MM 1 u \ t'M" eft fefpace que la force 
accélératrice feroit parcourir au corps dans le temps 
P'P" , fi au commencement de ce temps il n'avoit 
aucune vitefle. Ce que devient le rapport t 1 M" : Ar* , 
lorfquc Ar = o , eft ce que nous avons nfcmmé la 
force accélératrice ; d'autres fois on donne ce nom 
à ce que devient le rapport uM if \&t* lorfque A/=.o: 
or comme t 4 M" n'eit point égal à uM n > il faut 
bien prendre garde à ne point confondre ces diffé- 
rons rapports dans l'eftiination des effets des force? 
accélératrices, & dans la comparaifon de ces effets 
entr'eux. v '# 
En abaîflant la perpendiculaire M f Ô , on trouvera 

que oi' = Ai Jl^^iionct'M"(^P"M>'-- 

P'M' — oî / )=^e+A»e— Ar — — ■ ,&met- 

dt 

tant (n°. 18) pour Ae, iAe, A*e leurs valeurs, on 

d* e Af i* e 
trouvera t'Af " 2 A t* =» ! — r H — &ç 

<h « . rfî e d*e At â*é 

i[c —*-.JlL+±ÎL-?ll~+ &c. Pour calcule» 



*Af'\ je remarque que 

3Aç, & par conféquent que «Af'sA'e, c*eft-à- 

Eiv 
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dire que uM" eft la différence du fécond ordre de 

l'efpace; donc uM"; Ar*= — i--j-Ar -^-+-&c. 

dt* # dt* 

En cherchant les limites des deux rapports t'M": 
uM^iàt*, on trouve pour la limite du 
d*e 

premier rapport 7-^7- . & pour la limite de l'autre 
rapport -— - ; ces deux limites font donc entr'elles 

G V 

: : 1 : 2 ; & fi un des effets a été calculé en regar- 
dant une^ de ces limites comme l'expreflîon de la 
force accélératrice , il faut calculer l'autre effet dans 
la même hypothcfe , autrement on courroit rifqua 
de faire le rapport des forces double ou feulement 
moitié de ce qu'il eft réellement. 



chapitre ut 

Du Calcul Différentiel. 

h 

29. V>/N a donné le nom de Calcul différentiel à 
la méthode pour trouver les limites des rapports 
entre les différences des quantités variables ; la méthode 
inverfe , qui confifte à remonter des limites des rap- 
ports entre les différences, aux rapports même des 
quantités , s'appelle le Calcul intégral* Mais il ne doit 
être queftion dans ce Chapitre que du Calcul diffé- 
rentiel, 

d v 

. Nous fommes convenus de nous fervîr de -~ 

dx 
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pour défîgner la limite du rapport entre les 

différences du premier ordre des variables y & x; 

# j d'y d x x d*j dix 

oC de — ; — , — - — ; ■ ■ . ; &c , pour mar- 

dx> dx* dx* 9 dx> ' 9 

.... , A 1 y A*x A' T 

quer les limites des rapports — — , ; — ; 

AX* A OC 1 AX i 

A3 X 

- ; &c, entre les différences des ordres fupérieurs; 

On appelle différentielles du premier ordre , les termes 

dy 

dy , dx de la limite — - ; différentielles du fécond 

ex 

ordre, les termes d'y, d'x, dx 1 des limites — 

dx' 

— ; différentielles du troifiéme ordre , les termes 

dx 1 

à* y, d}x, dx* des limites 4^-"> "4—5 & ainfides 

dx) dx* 

autres ; c'eft-à-dire que par le rapport entre les dif- 
férentielles de deux quantités , on n'entend jamais 
que la limite du rapport entre leurs différences. 
Chercher cette limite , c'eft ce qu'on appelle dif- 
férentier ; & on a donné le nom d'équation différen- 
tielle à l'équation qui réfulte de la différentiation. 

Quelques Auteurs, d'après M. Léibnitz, appellent 
différentielle y la différence dont une quantité variable 
augmente ou diminue continuellement ; & comme 
cette différence eft fuppofée infiniment petite ,1e Calcul 
différentiel n'eft , félon ces Géomètres , que Vanalyft 
des infiniment petits. Nous n'examinerons pas s'il eft 
poflible d'avoir de l'infiniment petit d'autres notions 
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que des notions vagues & imparfaites ; cotte ques- 
tion nous eft abfolument étrangère, puifque nous fa- 
vons qu'on peut établir le Calcul différentiel fur des 
principes plus évidens. Mais il ne fera pas inutile de 
faire voir que les hypothcfes, fur lefquelles l'analyfe 
des infiniment petits eft fondée , doivent nécefTaire- 
ment conduire au même réfultat que la Méthode 
des limites. 

La première hypothèfe , c'eft qu'une quantité in- 
finiment petite doit être regardée comme nulle, com- 
parativement à toute quantité finie. On introduit en- 
fuite des infiniment petits de tous les ordres, & cela 
doit être ainfi ; car fi Ton admet que dans un cercle 
on peut concevoir une corde infiniment petite du 
premier ordre , il faut néceffairement admettre que 
l'abfcifle ou finus verfe correfpondant eft infiniment 
petit du fécond ordre ; fi la corde eft infiniment 
petite du fécond , l'abfcifle fera infiniment petite du 
quatrième , &c ; puifque le diamètre qui efl fini eft 
toujours à la corde , comme la corde eft à l'abfcifle 
Correfpondante. Une autre hypothèfe , c'eft qu'une 
quantité infiniment petite û°un ordre quelconque t 
eft infiniment petite par rapport à une quantité in- 
finiment petite d'un ordre moins élevé; c'eft-à-dire 
que la première de ces quantités doit être regardée 
comme nulle relativement à l'autre. Cela pofé , voici 
îa règle que preferit Tanalyfe des infiniment petits 
pour trouver le rapport entre lés différentielles de 
deux quantités variables dont le rapport eft donné. 
On cherchera d'abord le rapport entre les différences 
finies de ces quantités , & , après avoir fubftitué à 
la cara&ériftique qui défigne la différence finie , celle 
qui défigne la différence infiniment petite , on effa- 
cera les termes qui doivent être regardés comme 
nuis relativement aux autres. Soit y une fonction de 
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1S 



x&cde confiantes, & -~^===^-f-BA^-f.C^-+-&c; 

AX 

après avoir mis dans cette équation dx pour Ax, 
& dy pour Ajy; je ne conferve du fécond membre 
que le premier terme , puifque les autres doivent 
être regardés comme nuls relativement à lui , & il 
dy 

vient -j^=-A t comme nous l'avons trouvé par la 

Méthode des limites. Cette méthode nous enfeigne 
que pour trouver le rapport entre les différentielles 
de deux variables , dont le rapport eft donné , il 
faut chercher premièrement le rapport entre les 
différences de ces variables , & après avoir fubftitué * 
i ce rapport l'expreiîion de fa limite, effacer les 
termes qui font encore multipliés par. des différen- 
ces. N'eft-il pas clair maintenant que les règles prefr 
crites par Tune & l'autre méthode , doivent nécef- 
fairement conduire au même réfultat ? 

On auroit pu définir le Calcul différentiel, la mé- 
thode pour trouver ce que deviennent les rapports 
entre les différences des quantités variables , lorfqu'ort 
fuppofe que ces différences deviennent nulles; & 
cette définition de M. Euler eft très-^exade. 

M. Newton nomme fluxions ce que nous avons 
nommé différentielles ; & pour défigner la fluxion 
du premier ordre d'une variable quelconque y , il 
met au deffus un point , il met deux points pour 
défîgner la fluxion du fécond ordre , trois points pour 
défigner celle du troifiéme ordre , &c , de la manière fui- 

vante, y, y t y, &c: nous avons adopté préférable- 
ment la caraâériftique de M. Léibnitz, qui nous a 
paru être beaucoup plus commode dans la pratique. 
Ces deux hommes célèbres ont partagé la gloire de n 
l'invention de ces nouveaux calculs ; mais M, Newton 
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en a démontré les règles avec clarté ; au lieu que 
M. Léibnitz , effrayé des difficultés qu'on lui faifoit 
contre les grandeurs infiniment grandes , & les gran- 
deurs infiniment petites , réduifit fes infiniment pe- 
tits à n'être que des incomparables , dans le même 
fens que l'on diroit qu'un grain de fable eft incom- 
parablement plus petit que la terre. Si le Calcul 
différentiel pouvoit être envifagé fous ce point de 
vue, il ne feroit qu'une méthode d'approximation. 

30. Quel que foit le rapport entre les variables y 
& x, il eft clair que la différentielle du produit xy 
eft égale \yàx**rxdy\ cette formule va nous fervir 
* à trouver la différentielle d'une fon&ion quelconque , 
fans chercher d'abord la différence de cette fonction. 

On en tire aifément que la différentielle de x*= 
2.x dx\ & faifant x*==^,que celle de x* = x*dx-\~ 
2x*dx = 3 x l dx ; que celle de x*=^x 7 dx , car, 
faifant x*=ay , on a ydx-\-xdy=x*dx-\- 3 x*dx = 
qx*dx ; & continuant toujours de la même manière, 
que la différentielle de x n , n étant un nombre en- 
tier pofitif , eft égal à nx n ~~ l dx. Pour trouver la 
différentielle de x je fais x~~ n —y i d'où Ton 
tire I — x n y , & , différentiant cette équation , o = 
nx n —'ydx-+-x"dy, donc dy = — nx— n ~ l dx. Soit 
n un nombre fractionnaire pofitif ou négatif, que je 

repréfente par ± , p & q étant des nom- 

4- 

bres entiers pofîtifs ; on fera x « =jy , d'où 

± P -i 

P=yi 9 différentiant, il vient ±px dx=z 

qy qm ^ x dy t & dy = ± — x 9i dx. EnrafTem- 
blant tous ces cas particuliers, on voit qu'il eft démon- 
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• 

tré de cette autre manière que la différentielle de x*, n 
étant tel nombre qu'on voudra , eft égale à nx n — J dx. 
En faifant on a B*+x f ss=y* 9 

& x d rfy , d'où l'on tire dy= * * 



Maintenant on propofe de différentier la fondion 

x + ^^+x*) =y } ° n voit 9 UC ^ =^jy-H 
^ tf* -h x 9 ) y d'où l'on tire d x = y d x ~h 



— dx.ix — \/(al -hx»)] 



a*dx (a*-hx*)dx 



îxdx 



La différentielle du logarithme , ou Ma différen- 
tielle logarithmique d'une quantité quelconque , eft 
égale à la différentielle de cette quantité divifée par 
la quantité même. Ainfi la différentielle logarithmi- 

xdx 

\ dx-h 

que de *4-l/(a*-4- x 1 ) eft égale à = 

— Pour trouver la différentielle logarith- 

x /(i+x) + \/(i—x) 

mique de — - ■ , ie cherche d abord 

* v/(H-*) — ✓ (» — *) 
la différentielle de cette quantité de la manière fui- 

vante. Je fais — ■ = y , d'où 



•j9 DuCalcue 

V ( i -*-*) + V( i — *) = y [ V ( i -» 

J/( i — x)]i différentiant , il vient 



WO — *) 

(dx dx \ 
: H ; ] y & à y = . . « • 

— dx dx.W( i-+-y)-f-y' (i — y)]» 
L_* U ne refta 

V /'(,_^).[ V /(H-*)_ V /( I— *)]* 

plus qu'à divifer cette différentielle par la quantité 

mcme , ce qui donne — pour la dif- 

férentielle logarithmique demandéeé Autrement f 

■* -■»«*'-»•»>- 

Y d i — *)]— log. i+Jt )— 1/( x t- *)] ; on 

tire delà que la différentielle logarithmique demandée 

ft ' I / — dx[\/(i+x) — y/(i— .y)] 

c egaea , v/(I— ^ )[ ^ (l ^, ) ^ |/(g _ x)] 



2V /(i_ x')[v/(i-+"Ar) — *)] 

Soit = ( log. ar*)" 1 ; cette équation n'eft autre 

que celle-ci y={n log. x) m % & donne par conféquenr 

tnndx _ . mndx . 
dy = (n log. jr}*""'»: (log.* n ) . 

Soit encore ^ =k>g. log. #; je fais log. ^mk, d'où 
— p- — . Les mcmes règles ferviront pour les quart- 
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tités exponentielles. Nous favons que la différentielle 
de a* eft afdx log. a; fi Fon demandoit celle de 
X*, on feroit X*=jy, d'où x log. X=slog.^ &: 

dx log. X+x-^- = -^-> il eft clair que la dif- 

férentielle demandée eft égale à X* (dx log. X+ 
*dX\ 

m 

La différentielle du finus d'un arc quelconque eft 
égale à la différentielle de Tare multipliée par fon 
cofinus , & divifée par le rayon ; la différentielle du 
cofinus d'un arc quelconque eft égale à la différen- 
tielle de Tare prife négativement , multipliée par le 
finus , & divifée par le rayon. Si c eft le finus & 1e 
cofinus qui font donnés, la différentielle de l'arc eft 
■ égale à la différentielle du finus multipliée par le 
rayon, & divifée par le cofinus, ou à la différentielle du 
cofinus prife négativement, multipliée par le rayon ,& 
divifée par le finus. Pour trouver la différentielle de 
la tangente d'un arc s, le rayon étant r; il faut fe 

M r fin. s fin. s 

rappeuer que tang. s = — - Or foit =y , 
^on afin. j==y cof. s & àsc ° C s — ^ C of. s — y 
5 G ou 1 on tire dy = 



r y rcoC.s* 

rds 



; donc la différentielle de la tangente d'un 
col. r- 

arc quelconque eft égale à la différentielle de l'arc mul- 
tipliée par le quarré du rayon , & divifée par le quarré 
du cofinus. Réciproquement la différentielle de farc, 
dont la tangente eft donnée , eft égale à la différen- 
tielle de cette tangente , multipliée par le quarré du 
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rayon , & divifée par le quarré de la fécante. Ort 
trouvera de la même manière que la différentielle 
de la co-tangente d'un arc quelconque eft égale à la 
différentielle de l'arc, prife négativement, multipliée 
par le quarré du rayon , & divifée par le quarré du 
finus; réciproquement, la différentielle de l'arc, dont 
la co- tangente eft donnée, eft égale à la différentielle 
de cette co tangente , prife négativement , multipliée 
par le quarré du rayon , & divifée par le quarré de 

la co- fécante. La fécante de l'arc j eft égale à — - — , 

COi.J 

. r l ds (în. s 
&l elle a pour différentielle ; la co-fécante 

1 cof. X* 

du même arc , qui eft égale à ^ , a pour diffé- 

. „ r 1 ds cof. s 
rentielle — — . 

fin. f 

Le rayon étant pris pour l'unité, ce que nous 
obferverons conftamment dans le cours de cet Ou- 
vrage, fi x eft le finus d un arc s 9 \/[ i — .r 1 ] en 
eft le cofinus ; & réciproquement , fi x eft le cof inus 
de cet arc, y ( I — x 1 ) en eft le finus. Mais fi x eft 

la tangente du même arc , à caufe de x= — - — , on 

col. s 

a cof. j*= l —ry pour les mêmes raifons, fi x 

I "T™ X' 

«n eft la co-tangente , on a fin. j»= .Cela 

pofé , en dcfignant par A fin. x , A tang. x , &c , 
l'arc qui a pour finus x , l'arc qui a pour tangente 
x , &c , on déduira aifément de ce qui précède les 
formules fuivantes : 

d.Afm, x= 
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« . 4 fin. *=* -7-^—-. <f . .4 cof. x=_=£f_ , 

d.4fin.v.*= rf * 

»/( »* — *> ) ' • , 

car la fécante de l'arc s étant *, on a cof. 

-p. & Ch. *= &c. Voici quelques 

ÏÏ>?e$ ,eS ^ fonâi0ns qui renfern »ent plufieurs va- 



Pour différentiel- lL, je fais -l= r , d'où 
& flV==jrf î . + î ^j on t ^ e delà j-Zi'JjK ±. 

J, • Pour différéntier la quantité 

|T(*jH-jr'),je la fuppofé =f, & il vient * y -jl 

" , - ^[C^F^ ° n trou vera de même 
que la différentielle dé |^ ejiU.\ 

• ; - • * Ll','»f,)., J ,. .flff tig.-r»— n 

1/1/ r ' 1 * ' ' ■ ■ ^— — , * ' 

On demande la différentielle de l'arc quijyiaur 
finùs, -, ç, d> À^^JM mppoie ^ 
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i 

il Vient tf f = co( : ; mais cof. ?= — — . 

donc k ^^P^^ 0n P r °P° fe enc ° re de tr ° U * 
Varia différentielle deïarc qui a pour tangente y , ou 

de ^ tang . JL > Eh Te fuppofant = i . on a <ff =» 

y ... 
_ . . " • - -• •» - ' 
. * ■ jj •• • - • 

août f, «i àiùs 'fée. f = î ^ onc d î A « • 

'En nommant e le nombre dont le lo- 
garithme eft l'uniïé, ce que nous ferons toujours 
dans la fuite, la différentielle de eft égale 

y ( *..+ J r,).(W 7 + 0^)-«">--y^pr ' 
\ . ■ -, ■ ; 1 

v/(* i H-r) ..(**+>*)* 

^ ai. Après avoir différencié une fonâî&n de plu- 
sieurs variables ,fi Vous raffemblez.ee qui eft-affeaé 
B dë la différentielle -d'utie dès variables, 8c que vous 
jcn iafllez une fomme qui ne^peut être qu'une fonc- 
" -tioijTlés ihêmes i vâîiabîés multipliée par cette diffé- 
rentielle ,-Yousjwrez ce qu'onappelle un terme de la 
différentielle de la fonÔiob propofée. La fondion 

vSg^'JfcpL $#sn«ëe , donne ( 2? dy + 



: 
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Ï-) t, * ( »•■'—*>< + _-,L) Jr font 

les deux termes de cette différentielle. Soient Mày-*t~ 
&dx-t-Pdu autant dé rermes de la différentielle 
d'une fonction f: on démontre que Mdy eft la diffé- 
rentielle de ? prife en regardant ^ feul comme variable, 
que Ndx efl la différentielle de la même fordion prife 
en regardant x feul comme variable , & amfi <iqs 
autres termes ; en effet , fi y feul doit varier , les 
différences des autres variables font nulles , & la diffé- 
rentielle de f fe réduit à Mdy; fi'c'eft x feul qi|i 
A varier , la même différentielle fe réduit à Ndx „ &c. 



^rt.verra aifément que \ %y * : Xy .** Hh-^-l dy 



J5 


ce* 


«1 







i + * ■ par rap- 



j,ort àj feu!, ^iS^SCa + iS.]*, 



.éft-la différentielle de la même fonction par rapport 

£.jr*feul; que — * ***** eft la différentielle de 

ix>+y*f 

— ~ par rapport à # feul , &c. Il fuit de 

-teut cela Qu'une différentielle propofée , telle que 
iAfdy-+-NAx-+-Pdu, ne peut être exacte, fans qu'il 
iy ait entre les coefficient *Af, N> P de certaines re- 
tirions qu'il s'agit de découvrir. 

Une relation qui exifte toujours entre les coeffi- 
« ciens M & N de deux termes M.dy -f- Ndx d'une 
i différentielle exaâe : c'eft que le coefficient de -^x 
-dans Ja.dificïentiellejdb Jldoti être identi^içent 



\ 
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la même chofe que le coefficient de dy dans la diffé- 
rentielle de M Pour le démontrer nommons ? là 
fondion qui a pour différentielle celle dont Mdy+ 
Hdx font deux termes; puis concevons quen met- 
tant i-¥dy pour y, & effaçant ce qui eft multi- 
plié par tome autre puiffance de dy que la première, 
\ devienne n ; qu'en fubftituant x+dx pour *. & 
effaçant de même ce qui eft multiplie par dx>. 
dx\ &c, cette fondion devienne a. Concevons de 
plus qu'en faifant en même-temps les deux fublti- 
Uons de y + dy pour y & de x-ï-dx pour x, 
avec les conditions requîtes d'eftacer ce qui eft multi- 
plié par toute autre puiffance de dy & de dx que 
la première , la fondion ? devienne Z. On aura 
n—r=M<iy, a — ? ^Ndx-, & que fi dans nlon 
met x +d x pour x , & dans A , y + dy pour j^, 
chacune de ces fondions fe changera en Z Nous 
fuppoferon* encore que la difterentie le de M par 
rafïort a x feul = mi*, que celle de N par rap- 
port à y f«ul = na> Cela pofe , il faut d.fferen- 
tier l'équation n— t = Mdy, en ne faifant varier 
que *; on mettra d'abord dans le premier membre, 
x->t-dx pour x , & comme par cette fubftitution n 
devient Z, & \ devient A, on aura Z — A — tl-H? 
pour la différentielle de ce premier membre ; en ne 
faifant Varier que x, & par conféquent Z— a — n-f. 
r = mdxdy. En différentiant l'équation a — f = 
î*Jdx\ en ne faifant varier que y, on trouvera Z — 
n— h-iri=ndydx. On voit que Z — a — n-hf 
eft identiquement la même chofe queZ— n— A-t-f; 
il s'enfuit donc que m=*n, & que cette équation 

eft identique. , . 

Au lieu de deux termes d'une différentielle exade , 
concevons-en trois Mdy+Ndx-*-Pdu\ & nous 
aurons, i°. que le coefficient de dx dans la difie- 
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rentiellc de M eft égal au coefficient de dy dans la 
différentielle de Ni 2°. que le coefficient de du dans 
la différentielle de M, eft égal au coefficient de dy 
dans la différentielle de P ; 3 0 . que le coefficient de 
du dans la différentielle de N> eft égal au coefficient 
de dx dans la différentielle de P. En général, on aura 
autant de ces équations identiques, auxquelles on 
a. donné le nom ^équations de condition, que les 
termes de la différentielle exa&e pourront être com- 
binés de fois deux à deux ; pour deux variables, on 
aura deux équations de condition , on en aura trois 
pour trois variables , fix pour quatre variables , & 
ainfi de fuite. Il ne fera pas inutile d'éclaircir ce 
Théorème par plufieurs exemples. 

Je prens pour premier exemple 

-llxj +*J*)éx- W + *x*)i^ j eft h 

rentielle de î-^— ^ ; on doit avoir «: 1 

xx* y 6 .(x-hy) ■ % 
qui eft le coefficient de dy dans la différentielle de 

— f* — *y * 1 \ 

— s- ■ ■ > > 

qui eft le coefficient de dx dans la différentielle de 
— s ?— 6x ce qui eft facile à vérifier. La 

différentielle ? ix ~~ * iy eft exaôe , elle eft celle de 

F îij 
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X 

À tang. — ; on doit donc avoir le coefficient dç 

dy dans la différentielle de — — égal au coeffi- 

cient de dx dans la différentielle de , ou 

1 _ — ■ . 

—————— — ■ ■ — . - . — p* •••••• 

i c y du 

Prenons les deux termes— —, & 



— ^ de la différentielle de * y • ; & 

on verra aifément que le coefficient de <i* dans la 

différentielle de , eft identiquement la 

V<* +y ) 

même chofe que le coefficient de du dans la différent 

délié dè ■ , 

Nous pourrons repréfenter ces équations de con- 
dition d^ne manière plus commode , en faifant ufage 
de la notation de M. Fontaine. Soient Mdy-t-Ndx 
deux termes de la différentielle de ç; il eft clair qu'on 
trouve M en différentiant ? par rapport *y , & 
vifant par dy ; qu'on trouve N en différentiant la 
même fonâion par rapport à x t èc divifant par dx. 

M. Fontaine écrit -~ au lieu de M & au lieu 

dy dx 

à? dr 

de AT; en forte que par -7- + ""TF ^ x » ^ en ~ 

tend toujours deux termes de la différentielle de f. 
Nous adopterons cette notatîofj ; & lorfque nous erç 
ferons ufage , pour qu on ne puiflè pas confondre * 
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ce coefficient -^j- , par exemple , avec le rapport 

entre les différentielles d\ & dy , nous écrirons ce 
rapport comme il fuit dfidy. On trouve le coefnV 

d T 

cient de dy dans la différentielle de ou de Af, 

en différenciant \ deux fois , par rapport à y , & 
divifant par M. Fontaine repréfente ce coefh> 

cient par J ; celui de dx dans la même 4ifTé- 

rentielle par J ] ; celui de d y dans la différent 

dydx 

tiellede par ■ , &c j comme on va le 

voir dans la Table fuivante, pù l'on fuppofe f fonc- 
Upn dç dpux y^fiables feulement. 

r= — 2_JjM 1 — Ar, à = dyA dx 9 

dy y dx dy* dy* J dydx 

di dl 4 X d d> { dl< *dU 
d = <fvH dx, a — — = — dy-i dx, 

dy dy* V dydx dydx dy'dxdy J dy*dx* 

A d * ff j d l 1 1 d * d *< j d U j 

d— — ss dy-i dx, d =3 dy-i dx, 

dx dxdy * dx- dydxdy dydx dp . dydx dydx 

A *i dl * J à ? A A **< A *« A 

d s=s- dy-\ +-dx, d = — — — ;-— ix, 

«fj» dy* * dydx dydx' dydx^Zj J dydx- 

d { d^ rfl, d { dU d*t 

i ss dy-i dx, d = -} — dy-\ ix h 

dxdy 1 dxdy'- * dxdydx dxdyix dxdy dxdy * dsdydx* 

A d < *« A *' X A A fî? " A J 

d = dy-i dxi à = dy-i dx, 

4*i dxdy J dxi r dxdy dx dy* ' dx^dydx 9 

A A *« J 

d =» fl y H >dxi 

dx> dxdy J ^ 

&c. 

F IT 
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Au moyen de la notation précédente, îl nous 
fera facile d'exprimer d'une manière commode les 
conditions qui doivent avoir lieu pour qu'une diffé- 
rentielle propofée fuit exacle ; pour exprimer que 
Mdy-\-Ndx font deux termes d'une différentielle 

' , . dM dN XT . 

exacte , nous écrirons — - — - = — — . Nommons z la 

dx dy 

fon&ion qui a pour la différentielle celle dont il s'agit; 

les deux termes Miy~{-Ndx pourront être repréfentés 

d? , d? - d*r ' d*t 

par -3 — a j H — ; — dx t & on aura 



dx 



d ^ 



djdx dxdy 9 



On verra très aifément auffi que ày 



à \ 



dx 

dy* * dydx 
étant deux termes d'une différentielle exadte , il eft 
néceffaire que le coefficient de dx dans la différer*- 

d 1 ? $7 r 

tielle de — ; — , ou — ■ — , foie identiquement la 

dy dy % dx 1 1 

même choie que le coefficient de dy dans la diffë- 

rennelle de , ■ , ou que , : J ; & pour les 

dydx 1 dydxdy r 

mêmes raifons que les çoefficiens compris dans chaque 
çolonne verticale dç la Table fuivante font identi-; 
quement les mêmes. 







dydx 


f dy dx 


à \ 




d*dy 


) dydxdy 


■ 


* ? 




dMdy* c 



S 



dxdydx 



d<i 



*1 



d\ydx 

*>\ 
dy*dxdy 

dydxdy* 

i*dy> 



dy-dx* 

dydxdydx 

*\ 
dydx dy 

gj 
dxdydx 

rf't 
dxdydxdy 

dl 
dx dy* 



dydx> 

1 1, — 
dxdydx 

d\ 
dx' dydx[ 
£l 
dxidy 
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On a donné à ces coefficiens le nom de différences 

partielles ; , font des différences partielles 

du premier ordre ; celles ci 4~^- » f r » &c * 

dy % dydx 

font du fécond ordrç; les fuivantes , - , &c , font 

</y> 

du troifiéme ordre ; & ainfi des autres. En continuant 
la Table précédente, il fera facile de s'affurer que 
deux différences partielles du même ordre , font iden- 
tiquement les mêmes, lorfque leurs dénominateurs font 
compofés chacun d'un même nombre de fadeurs pa- 
reils, qu'il y a par exemple autanc de dy & de dx 
dans l'un que dans l'autre, de quelque manière que ces 
fa&eurs foient combinés entr'eux. Mais l'on demande 
fi lorfque la fonction eft homogène , il n'y auroit 
point c'autres conditions entre fes différences par- 
tielles ? 

Une fondipn homogène eft celle dans laquelle la 
famme des dimenfions des quantités variables eft la 
même dans tous les termes. La fonction entière ar'H- 
ax'y^-bxy 1 eft homogène, & le nombre des di- 
menfions de chaque terme eft 3 ; celle-ci 

*>+"-j>+hWi*w) eft auffi h ène 

& le nombre des dimenfions eft 2 , qu'on trouve en 
orant du nombre des dimenfions du numérateur le 
nombre des dimenfions du dénominateur. Lorfque 
le nombre des dimenfions du numérateur eft égal au 
nombre des dimenfions du dénominateur , la fonction 
eft dite être de dimenfion nulle, telle eft celle-ci 
s x * { hxy _ 

- — ^— • Si lé nombre des dimenfions du numé- 

rateur eft moindre que le nombre des dimenfions du 
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dénominateur , le nombre des dimensions de la fonc- 
tion eft négatif ; ^ (x ^^ , e ft unç fondion hor 

mogène dont le nombre des dimenfoijrç efl — . 

Une propofition qui n'a b e foin que d'être énoncée pour 
être comprife ; c'eft que fi dans une fondion homogène 
de deux variables y & x , dç dimenfion quelconque 

y 

n , on fait -i- = q , on la changera en une fondion 

de cette forme Q**, Q étant une fondion de q & 
des confiantes qui entrent dans la propofée. Par cetta 
fubftitution on changera les quatre fondions homo- 
gènes , que nous venons de prendre pour exemple, en 

celles-ci (X-haq+.bq*)x\ ^( g Vç») * * 

g + hq y/Çi-4-y) ^— ^ 

La différentielle Mdy-hNdx étant celle d'une 
fond'on homogène ^ des deux variables ^ & x , 
donc la dimenfion efl n ; concevons que la fubftitu- 
tion de q x pour y change M & N en M' & N' 9 
à caufe de dy=qd x-\- xdq 9 & que par la même 
fubftitution £ devient de cette forme Qx" ; on aura 
Jl* / (îrfA--h.vd^)-f-W / ^=rf(Q*«). Il eft bien 
clair que M'qdx-^-N'dx eft la différentielle de Qx* 
par rapport à x feul, & que par conféquent M'q-h 
N'ajiQx**" 1 . Dans cette équation je mets pour 

y 

q fa valeur — , & il vient My-i-Nx = n^ Cette 

propriété des fondions homogènes eft générale ; car 
fuppofons que % renferme^, x 9 u t &c, & que le 
pombre des dimenfion? foit toujours =n, en faifant 
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9 m « 



? » — = r , &c » ? deviendra de 



FV 1 , par K fenrens une fonfti on de f » r t Sec H 
fok dé-là que fi nous nommons A/ 7 , i*. &c, 

ce dev.ennent —, &c , par les 

mêmes fubftitutiôns , on aura M'(qdx-\-x dq)-\- 
N'dx-+P'(rdx-t-xdr)+toc = da/x"), Si Af'^+i 
N'-+-P' r-t-&c=nVx*—\ Je mets dans cette équa- 
tion pour q t r, &ç leurs valeurs, & il vient y -4^- -h 

*-^^-u-^-4-&c===wf|fi î eut été de dimen- 

Son nulle , on auroit tuy^+x ~-hu^-h 
&c sfe o. 

La fonâion homogène Y 1 ***) d on t la di- 

menfion eft — -r» a pour différentielle ' 

«- (jxj + éy)àx — t%xy+6x')d y . 

r- r : :L_ on doit donc 

i x*y+ \S(x+y ) 

à*oir , — {<xyhfij*)x—(ixy+tx*)y _ — n 
V ( x ) 

— ; — =^ , & réduifant n^jf-Hi jry*=sii *y. 

x % hx 

(x+hy)* Cette autre fôn^ion homogène » 
^ui eft de dimenfion nulle > a pour différentielle 

> làgxy * -h bky} t ) dx — (gx*+tbgx*y-r-bhxy* Wy ^ 

aqffi a-t-on (gx\y4-2&g:rjy*-f'fcfcy )x — 
2 bg X ^ -f- b h xy 1 )y '= o . 
Je réprens Filiation nCMdy+Nix^Ç^ndx)^ 
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d(Afy-hNx) ,de laquelle on tire(n — i) . Af=r ^ 



dN . k „ dM dN ' r 

(n — i ) . N= y 4^ ■ -H x -r— . Donc JV, M, & en 

général les différences partielles d'une fonction ho- 
mogène , font des fonctions homogènes dont le nom- 
bre des dimenfions eft moindre d'une unité. L'in- 
verfe de cette proportion , c'eft que M & N étant 
des fondions homogènes de dimenfion n — i, fi 
Mdy-+-Ndx eft une différentielle exade, on doit 
avoir n( Mdy-{-Ndx)= d{ My+-Nx). En effet, 
l'homogénéité des fonctions M de N donne , à caufe 

. dM '<dN m ' dM dN tt 

de — = — , ( n — i ) . M=y — — -f- x — — , & 

dx dy J dy dy 

(n — i).N=y-^ + x-!^; donc n(Mdy-t* 
Ndx) = Mdy -f-y . \~- ijM~r^4 

x • \J^dy + ^dx^=Mdy+ydM+Ndx+ 

xdN. Partons maintenant de cette propofition que 
\ étant une fonction homogène , fes différences par- 
tielles doivent être des fondions homogènes , & nous 
aurons les trois équations n\—My-\-Nx , (n — I).. 

dM dM , KT dN dN 

M = y ^ +x ^ dn - l) .N=y-+x — . 

On tire de la première (n — i ) . M=y ■ . ■■ -4- 
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17' Cn^i).AT==7—-^^-j ;r ; comparant 
ces valeurs de M, AT, avec celles que donne l'hypo- 

théfe , il vient = 4~- Les Théorèmes démontrés 

dx dy 

dans cet article font dûs à M. Euler , qui les a donnés 
pour la première fois dans les Mémoires de l'Aca- 
démie de Peterfbourg pour les années 1734, & 
I7ÎJ- Je pafle à la différentiation des fondions qui 
renferment des différentielles , & qu'on -npmme pour 
cela fonâions différentielles. 

m a 

32. Pour différentier une fonction des variables 
y, x & du rapport -j— ; on fera = p , & on 
aura une fonâion des. trois variables y % x,J. Après 
l'avoir différenciée, on mettra pour-jj— (4i° r 17 ), 

d 9 y 

ou , fî c'eft la différence de x qu'on doit re- 

dx dx* 

la différence de y ; ou —p*- - — - , ii au- 

cune différence ne doit être regardée comme conf- 
tante. On propofe de__ différentier la fonction 

regardant aucune différence comme confiante? Je 

fais —r-—p & la propofée devient a , /> , 4-*7i> + 
dx r 

A 0 » T 1 ' **ùt différentiée, donne :_-î- = 



£4 £> u C à £ c v l 

dp dp dy 

— i-a .& feifant les fubftkutions nécef* 

Cures, il = (2 a» ~~ rr<%? 

Pour différentier la fon&ion — en continuant dé 

dx 

ne regarder aucune différence comme confiante , on 

r h d 'y dy d x . 

ET^ -J » W 

piantete.oola changera en celle-,ci :(«)•• .aa'jjf-H- 
W&HAfr*- v [l?£lf En d^entiant^il 
.vient = (a «^H- *jr ) -g- + 2 rtfc-jf .7** 



rfp <0> </p 

V(* , -h>' 1 ) .6»» 
. mettant, pour./? , — =.f , — leurs valeurs ( n°. 1 7 } , 
du / dy \ ( à y dy 
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Dans PAnalyfe des irtfiniment -petits , on regarde 
les différences infiniment petites dy 9 dx comme 
de nouvelles variables qui ont pour différences infi- 
niment petites d*y , d*x; ces dernières ont pour 
différences infiniment petites d*y , d y x \ & ainlï de 
fuite : en différentiant les fonctions précédentes de 
cette autre manière, On pferviendroit aux mêmes ré- 
fultats. Mais quoiqu'on ne puifle pas regarder comme 
des quantités les termes dy % dx\ d*y , dx 1 ; &c, des 

ây à*y r . 

rapports , ^ % , &c ; nous nous fervirons ce- 
pendant , pour abréger, des mots variables & conf- 
tans en parlant d'une différentielle. Nous dirons que 



y 



eft la différentielle de > en regardant dx 
dx dx 

^ i y d V d 2 x 

. comme confiant ; que — — • — eft la dif- 

^ dx dx dx 

à y 

férentielle de la même quantité -— ,en faifant tout 
, • - . ûx 

. /v* d? du 

varier : que il dans les exprelfions Çc , 

trouvées plus haut, on fait d*y=o, d*y=z0 9 on 
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aura ce qu'on eût trouvé en regardant dy cômmà 

confiant ; que fi dans les mêmes exprelfions on fait 

d*x = o % d*x—0) on aura ce qu'on eût trouvé 

en regardant à x comme confiant. Nous dirons d'une 

fon&ion différentielle, en la confidérant féparément 

de 1 équation à laquelle elle appartient , qu'elle tft 

.dételle dimenfion en dx , dy , d*à t dy t &c; en 

. .comptant chaque différentielle du premier ordre pour 

une dimenfion , chaque différentielle du fécond ordre 

pour deux dimenfions *, chaque différentielle du troi- 

fiéme ordre pour trois dimenfions , & ainfi dfe fuite : 

a x d 1 y -f- y ' dx % 
les fonctions différentielles : — : — ~ — - 4 & 

ex p d * y "4~ y? d x * 

: — font, l'une de dimenfion nulle, 

ij» 

l'autre de dimenfion n — m. 

Si on eût propofë l'équation a* dy*-\-xydydx-+> 
b dx 1 l/Cx^-t-y* ) =6, nous lui aurions donné 

cette forme ^("JJ") ^-^—^-HZ^M-J*)— o, 

& fi on eût demandé de la différentier en ne regar- 
dant aucune différence comme confiante , nous au- 
rions trouvé (2a*dy-±-xydx)(dxd i y — ijd % x)-f* 

En regardant dy % dx comme de nouvelles variâtes 
qui ont pour différentielles d'y , d 2 x; on trouve 
pour la différentielle de la même équation (2a*dy-+~ 
xydx)d l y-{- [xydy-{-2bdx\/ r (x t -ï-y 7 )] d*x 

. . ■ . b. (xdx ' -*-ydx x dv) 
y dx x dy-^xdxdy 1 ^ ~ = — = o 

ou (2a 2 dyH-xydx)(d>y ~rf t *)+[a4 f it 1 

2xydxdy-\* 



»•,• • • 
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xdxdy*+ h (* d *'+y***dy) * rt . , A f 

H v(jrt ^ 0 = o, qui neft ef- 
fectivement que celle que nous avons trouvée de 
1 autre ^manière , puifqùe à 1 dy % -*-xydxdy-\- 
W *\K( eft l'équation propose. Une 
équation du fécond ordre Qct 2 y-+-Pd*x-\-M~o , 
(Q.P 9 M renferment y, *,^,<i.r) ne fi ? nirîe rien 
abfolument, fi elle n'eft la même que celle-ci Q(<^jr— 

*5j-**)+ilfasO j ou que celle-ci P(d*ir_ 

d*y)^-M=&Oi Ainfi pour que l'équation du fé- 
cond ordre Qd'y + Pd'x-^M^o ne foit point 
abfurde, il faut que Pdx-+-Qdy = o 9 ce qui peut 
arriver de deux manières ; ou parce que P eft effec- 
tivement égal à — Q~^- , ce qui rend l'équation 

û x 

Pdx-t-Qdy = 0 identique ; ou parce que cette 
équation Pdx-V-Qdy=o eft celle qui par la diffé- 
rentiation a donné la propofée. En général , on re- 
connoîtra qu'une équation quelconque du fécond 
ordre, où aucune différence n'eft fuppofée confiante, 

n'eft point abfurde , Iorfque faifant — = p , 
iy a i x 

77 = î > on P ourra ,a réduire à ne renfermer 
que y , x , > , y. 

Soient il 

"* dx 2 dx dx 

&c; on aura, en ne regardant aucune différence 
comme confiante , . 

G 
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d*y dy d'x d\y ây d** 

î==: ~dx^ dx ix* * rœ dxi dx dx> ' 

d*x d*y dy f d J x \* d*y dy 



dy f d*x \ * 



dx* dx x * V dx* / dx* 

* ^ dy d'x d x X 

dx* dx* dxi + IO ~ZT dx* dx* * 

dx^ dx» J \dx*/ dx» 1 (fx V^/' 
&c. En regardant dy comme confiant t on aura 

iy d 1 x dy dix dy 

î= d^~x" r " , r= 17 dxi + 3 ^77- 

(d»x \« ^ d; d*x dy d*x d'x 

"SI*/ 1 5— d7 dTT 4 " 10 ^ x dx* d? 

dy / d x \ s 
En regardant comme confiant, on aura 

On pourroit prendre pour confiante toute autre 
différentielle ; ydx % par exemple, qui eft celle de 
l'efpace A? M (Fig. il). En faifant ydx = <i? ou 

â'' 0O *-&=-77-ë- ; car eft 

d 1 x — 1 dy 

confiant , & -r — = On tire de Téqua- 

dx* jf dx 

tion -4^- = ~- -t— » étant toujours conf- 

dx dx dx 4 

tant ±i_ *y d ' x *t . . .ft. 

/ «»» y & <n* __ — 1 gy Lfjj£ Y 
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Subftituant ces valeurs de ~- , , &c , dans 

dx- dx* 

ce qu'on a trouvé pour </, r, &c, en ne regardant 
aucune différence comme confiante -, on aura , lorfque 
y dx e(i confiant, 



à % y ; 1 f iy 



1 / iy \* ^ 



4 rfy 



■ 

__ ; on tire 



d** ^ V rf* / * ' dxi y dx 

t'y 1 s dy NJ 

Je prens pour confiante la différentielle de l'arc 
AM t ou y(dx*-\-dy*); en fuppofant 

^[ ,H -(-^-)3=: 77- & différentiant en 

regardant i\ comme confiant, il vient 

dy r *j _ \ 

-, <f J x dy d 2 y 

de cette é ^ uatlon "^r = ~'^~'7^r* La mêmô 
équation différentiée, en continuant de regarder à\ 

Ç d y dy d*x \ * 

Comme confiant , donne • - — ^— — 

dx L dxi dx ix* * dx* dx- 3 dx \ dx* ) J ' 

G ij 
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✓ d*y dy d*x 

V* -; : . -É--^+3 



i*x 



dy d*x \ » 

d*y d*x /d*x\* . d*x 

~ h 3 l - — J i donc - — = — 

dx 1 - dx* J \dx* / dx> 



fubftituer ces valeurs de — - , — — , &c , dans 

d$* dx* 

ce qu'on a trouvé pour q , r , &c , en ne regardant 1 
aucune différence comme confiante, & on aura, 
lorfque ]/(dx*-{-dy*) eft confiant, 

[d ] y dy s d*y X 2 1 

-JTr^lT^TTr) J' &c - Sion eut éliminé 

d*y d'y . d-y dx 

_. _,&c,onauro,ttrouve_~_ 



&c, & fubftituant ces valeurs, on auroît 

eu lorfque \/(d x* -+*dy l ) eft confiant, 

rfx»-*-^* d a * dx l -+-dy* rd*x 

Une fonction d'un ordre quelconque, pour n'être 
point abfurde, doit être telle que par une fubftitu- 
tion convenable, on puiflè la transformer en une 
fonction de J , x 9 p , f , r f s, &c, fi elle eft de dî-î 
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mention nulle , ou en une fondion des mêmes lettres 
multipliée par dx* 9 fi fa dimenfion eft n ; il n'eft 
queftion ici que de la dimenfion en dy % dx % d'y, &c. 
De quelque manière qu'on différentie , fi on regarde 
une des différentielles comme confiante, la fondion 
qui proviendra de la différentiation , fera de celles 
que nous difons n'être point abfurdes ; il n'en fera 
pas de même fi, différentiant comme on le fait dans 
l'analyfe des infiniment petits , on ne regarde au- 
cune différentielle comme confiante. Je différentie 
la fonction du premier ordre ydx-\-xdy=d% , en 
regardant dy & dx comme de nouvelles variables 
qui ont pour différentielles d 2 y & d*x, & il me vient 

yd x X -4- x d* y 

yd* x-\-xd*y-\-2dxdy=d 1 %, ou J^ty =9 

> ? I — 2 ; la fon&ion du fécond ordre. . . • •; 

dxdy 

^ *~ ¥ ' X — — > on aucune différentielle n'eft fuppo- 

dxdy 

fée confiante, eft de celles que je dis être abfurdes , puif- 

, r -r h d% y d y d * x 

ne peut la transformer en une fonâion de y , x , 
p 9 j. Une fondion, où aucune différentielle n'eft 
regardée comme confiante, & qu'on peut transfor- 
mer en une fondion dejr, x 9 p 9 q, r , Sec , a la 
propriété de conferver toujours la même valeur , 
quelle différentielle qu'on prenne pour confiante, il 

-, yd*x- J hxd } y 

n'en eft pas ainfi de la fondion — — - — — . Pour 

r dxdy 

le faire voir bien clairement , j'imagine entre y & 

x une certaine relation y—x*, par exemple, & on 

a dy = nx*~~ l dx. Cela pofé, lorfque dy eft conf- 

tant , d*ys=,n x"- 'd>x~i-n.(n — i ) . x*— 1 dx* =?= o . > 

Gnj 
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d'où l'on tire d>x= dx>; & fubftituant 

x 

y d* x . f%* 
pour y, dy, d'x leurs valeurs dans ■» qui eu ce 

que devient la formule lorfque dy eftfuppofé confiant, 

on a " L # Lorfque c'eft dx qui eft fuppofé conf- 

tant, on a d>y=n .(n—i). *~*ix* & j~ = 

n — 1 ; autre valeur de la formule fort différente 
de la précédente. On en trouveroit qui différeroient 
encore de celles-là en prenant pour confiante toute 
autre différentielle : ainfi tant qu'aucune différentielle 
ne fera regardée comme confiante , la formule • .j 
y d * x \ v % * v 

jl — : & toute autre fonction de y , * & 

dxdy 

de, leurs différentielles de tous les ordres qui ne 
pourra pas fe ramener à une fonction de y % x,p 9 
q> r, s, &c, ( je fais abfiradion de la puifTance de 
dx qui peut multiplier cette fonction lorsqu'elle n'eft 
pas de dimenfion nulle) ne préfentera rien que de 
yague , & par conféquent il ne peut jamais être quef- 
tioa d'une femblable fonction. 

Etant propofée une fonction d'un ordre quel- 
conque, dans laquelle une certaine différentielle eft 
regardée comme confiante , on demande de la tranf- 
former en une autre dans laquelle on prendra pour 
confiante toute autre différentielle , ou dans laquelle au- 
cune différentielle ne fera regardée comme confiante? 
Ce Problème eft bien fimple , car par des fubftitu- 
tions convenables, on pourra toujours changer la fonc- 
tion propofée en une fonction de y , x , p , q , r , j , &c ; 
on mettra enfuite pour p, f, r, &c, les valeurs 
qui conviennent à niypofhèfe actuelle. Par exemple» 



Digitized by Google 



Différentiel ioj 
la fonftion a été trouvée en regardant dx 

xd-y 

confiant , & il eft queftion de la transformer en une 
autre dans laquelle aucune différentielle ne foit re* 

à 1 y 

gardée comme confiante. En faifant — — = q , 

ttx 1 ■ 

-pL = r,on changera la fon&ion - eri 

ix* ° xd 2 y 

rdx % n 

celle-ci — ; ddns laquelle fi Ton met pour q 

& t les valeurs qu'ont ces lettres lorfqu'aucune diffé- 
rentielle n*eft regardée comme confiante , on aura 

dx* d*y — dydxd*x — îdxd*xd*y-hidyd* x* 

xdxd*y — xdjd' x 

dx(dxdiy-dyd)x) $ d* x 

— - — -— : - — — Si 1 on demandons 

x{dxd*y — dyd*x) x 

de transformer la même formule * en une 



• t; 



autre dans laquelle \/(dx>-{-dy % ) feroit regardée 
comme confiante ; on lui donnerait d'abord la forme 

fuivante ; puis mettant pour q & r les va- 

leurs qui conviennent à Phypothèfe aâuelle, on au- 

dx*d*y-h4iyd*y* 

roit - — ; . 

xdxd x y 

33. Lorfqu'une différentielle exaôe eft du pre- 
mier ordre, on peut aifément en difKnguer tous 
les termes; il n'en eft pas de même lorfqu'elle eft 
d'un ordre fupérieur. La fondion du fécond ordre 

ydy' + tyâyix-hyxàx* . iy?-hxdy*dx-*-ydydx* 

Giv 
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eft la différentielle de yày ~*~ yxiyd * ; comment 

diftinguer dans Jl l ^ rX £*ï22JLï les deux 
• dj + dx 

termes de la différentielle exade qui y font ren- 
fermés? Cependant pour trouver par la méthode du 
n°. 31, les conditions qui doivent avoir lieu pour 
que Nd i y^M y ou plus Amplement pour que 
ndp-ï-mdx (n & m font des fondions de y , x , 
p) foit la différentielle d'une fondion quelconque 
du premier ordre que je nomme il eft néceffaire 

de féparçr dans mdx les deux termes -jj- dx & 
d 7 à 7 

~-dy. Je fuppofç -r~ =m — 7, v eft une fonc- 
er? * rr dx 

pon inçonnue que nous ne tarderons pas à déterminer; 
alors -0- fera égal à & on aura ndp-i-mdx==i 

ndp-\-(m — 7r)dx*\~ — dy. Çette différentielle 

exade a trois termes , on a donc les trois équations 
dn ' dm d,* dn 1 d* •» dm 

rf-r I rf* 

« 

dy ~~~~àx~ % 

d t 

Je mets dans la fecon.de équation pour — — ùx var. 
leur tirée de la première , & il vient v 

<fm //n dn 

, {/ l f8 d % n d*n 

- 77 7j7T — f Tir — 77£T' 



Digitized by Google 



Différentiel. 

<î» i 7 m d*n d*n 

ly~ P lïpj fl7d} f * dy* 1 

d* dm d % m dn d*n dn 

lf~ ~dp r+P 7pï~~ 7Ï~ P !fdx'~ 2P ly 

* didp 

d* 

Si Ton met pour fa valeur dans la première 

P d w 

équation , ou pour & leurs valeurs dans la 

féconde , car de Tune & de l'autre manière, on doit 

d* d* 

trouver la même çhofe ? & enfuite pour , -je- 
teurs valeurs dans la troifiéme, on aura les deu* 
équations identiques 

d*n d*n 

m 7fi7 +p J^ = °* 

f « ■* mm d* m d z n 

( ' ~y ~dJdx~~ P dpdy^lx^ 

d*n d x n 
2p ^ +f'~^T" =Q » & ces équations renfer- 
ment les conditions demandées. Mais généraîifons le 
Problême , & propofons-nous de trouver les condi- 
tions qui doivent avoir lieu pour qu'une fonction 
d'un ordre quelconque , comprenant un nombre quel- 
conque de variables, foit une différentielle exacte. 

Ces variables font y> x> u 9 &c, & je fuppofa 
dy dp ds du 

dx r dx * dx dx r 

~ = ç / ^-=zt'; &c. Cela pofé, foit C 

\uie foedion de y, x> u, &c, q. . . • .f, /» 



dn 


d*m 




dp* 


dm 


d*m 




dpdx 
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q 1 t? &c; & fuppofons que Cdx foit Ig. 

différentielle d'une fon&ion % de l'ordre immédia- 
tement inférieur. On aura Cdxsxsdf, & parce que 
f ne doit pas renfermer r, &c, on aura 

dx ^ dy F ^ dp ^ f ^ ds 

d\ f d? . dz t 

Je fais 

dC=Mdx +■ Ndy+Pdp+Qdq+. . , . 

+2V , 4H-P'^+Q / rfg , + + IW 

&c 

& il eft clair que 

H p'H q'-h -+-•—, f 

dydu* dydp' 1 dydi 

&c 

rff J» t rf'f rf J T « *\ 

'= -f- h * P-h- Q-h -4- 1 ^ -f- a » 

<y J/xi* <*/><fy r dp* dpd* dy dx dp 

d*i d*z d-{ 

H -p'H -o'-h H f 

. &C 

* 

di d> X d- { rf>| <f< i d { 

1= 1 h pH 7~f" -4-—- r = — 4- — a— ? 

fc 4j> dqdx dqdy r dqdp 1 dqdt dp d* dq 

d*T d*Z d- f 

H -p'H -û'-f- 4 1' 

dqd/ dqdp'* ^dqds' 

&c ■ 
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1 

77 



On trouvera de la même manière JV' = 
a 77* — du r *» dp' * ^ - <f/ ^ 

ail r«4s &c 

Si C n'eft fonâion que de y , x , /> ; p n'entrer^ 
pas dans &, à caufe de N=^d~ 9 -g- 

dP=~d^iona\xra N j-dP=*0. Je 

âx dy dx 

fuppofe € fonction de y % x, p % j; q n'entrera pas 
dans 1 , & à caufe de 

dx dx dy rfjc» <ip |_!_^Q=0. 

d** . dx 1 dp 

En général , G étant une fonftion d'un ordre quel- 
conque, & comprenant un nombre quelconque de 
variables, comme nous l'avons fuppofe d'abord, on 
aura 

</* a 

&c j & il y aura autant de ces équations de condition 
que de variables moins une, qui eft celle dont la diffé- 
rentielle première fert de dénominateur aux rapports 
i>, î» &c,//, j , &c, &c, différentielle qu'ici pour fim- 



Digitized by Google 



!to$ Du Calcul 

plifief nous avons fait confiante. Ce beau Théorème 
efl de M. Euler; il a écé démontré pour la première 
fois d'une manière direéle par M. le Marquis de Con- 
dorcet dans fon Calcul intégral , & il en a tiré les con- 
féquences fuivantes. 

Si Cix % efl la différentielle d'une fonâion f d'un 
ordre inférieur de deux unités ; à caufe de \dx=s 
d?' t on aura 

Mais on verra aifément que 

&C 5 fubftituant ces valeurs dans l'équation précé- 
dente , on en tire 

P— ~dQ + -L-^R_ ^-.^S-h&c^O. 
dx dx* dx* 

Si Gdx* efl la différentielle d'une fonction d'un ordre 
inférieur de trois unités, \dx x efl la différentielle 
d'une fon&ion d'un ordre inférieur de deux unités; 
& on a 

dp dx a dq ^ dx* * dr &C — ° 9 

d 7 d? 

fubftituant pour — - , -— , &c leurs valeurs , il 

dp aq 

vient pour équation de condition 

Q i_ d R 4— * S — &c = o. 

dx dx x 
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Èn continuant ainfi, on trouvera que fi Ci* * 
îa différentielle d'une fon&ion d'un ordre inférieur 
d'un nombre n d'unités , on aura pour la variable y 
(il en eft de même des autres variables, en en ex- , 
ceptant celle dont la différentielle première eft le 
dénominateur des rapports dont j'ai parlé ci-deflus ) ce 
nombre n d'équations de condition : 

(A) ..,.N LdP + — d*Q—-ï-t>R+- L^s — &c=o; 

% - dx dx* ^ dx< dx* 9 

P -d Q -f- — d*R i-dîS-f. &c = o, 

dx ^ dx* dx* 9 

. c Q *-dR 6 —d>S—Scc = o, 

(B) \ " dxi dxi 

R ~dS +&CSO, 

dx 

les coefficients des équations B font, dans la pre- 
mière les nombres naturels ; dans la féconde , les 
ibres triangulaires; dans la troifiéme, les nombres 



pyramidaux ; & ainfi de fuite. Il ne fera pas inutile 
d'éclaircir cela par quelques exemples. w 
Soit d'abord lafondion du premier ordre ndy^mdx; 

On a C=np~±-m , & par conféquent N=-y-p-+~ 

— . — , P=n. Subftituaot ces valeurs dans N — 
ij 

1 ... dn dm dn 

dP = o, d vient -7— 

dx dy * dy dx 

dn dm ' dn 

— p = O t ou — r— = — ; — . Je prens pour fécond 
dy dy dx * 

exemple la fonâion du fécond ordre (n a-\-m)dx. 

dn dm _ dn dm 

dy 1 dy dp 2 dp 

& fubftituant tes valeurs dans l'équation //— 



Digitized by Google 



110 DuCALCUt 

d*n = o. En achevant les différenciations indiquées, 
& réduifant, on en tire 

(dn d*m d*h â*n \ 

2 Ty dp* + dpdx ^ P dpdy ) + 
dm d i m d*m d*n ^ d*n 

Ty dJI7~ P dpdy + dx- +2P dxdj + 
d*n 

* ày* , . \. 

Mais les fondions m 8c n ne devant pas renfermer 
q , cette équation né peut être identique à moins que ce 
qui multiplie q ne foit égal à zéro ; cette équation 
doit donc néceflairement fe partager en deux autres 
qu'on voit évidemment être celles que nous avons 
nommées plus haut * & i. Si la fonction du fécond 
ordre eft la différentielle d'une fon&ion de y , x ; 

à cauïe de P — ~^-rfQ=o,on saura de plus (c). •] 

dx 

dm dn dn dn 

: -s îi 2-3 2p~- — =o. 

dp &P dx dy 

On a donné aux équations telles que a 9 b 9 c le nom 
d'équations aux différences partiel les. Dans le Problême 
dont il eft queftion , ces équations font identiques. 
Mais fi l'on propofoit de trouver deux fonctions 
m & « avec cette condition que ndp-\- mdx fut 
la différentielle d'une fonction du premier ordre* on 
auroit m & n au moyen des équations a & b ; & 
comme il y a une infinité de fonéHons du* fécond 
ordre qui ont les conditions requifes , il eft clair 
qu'il doit y avoir une infinité à-z valeurs de m & 
de n qui wtisferont aux équations a & b. 
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CHAPITRE IV. 

Des principaux ufages du Calcul 

différentieL , 



34^ Le rapport entre les différentielles dy & dx 
étant donné généralement par l'équation Aâx-±* 
Blf=o , il eft poflible que pour des valeurs parti- 
culières de y & de x y les coefficiens A Se B foient 
nuls en même-terns. Pour trouver quelle eft alors 

la valeur de -~ , il feudroit ( n°. 2 1 ) avoir f équa- 
tion en y & x, pont en conclure celle entre les diffé- 
rences de ces variables. Repréfentons cette dernière 

équation par A±x -h B ±y -+-C&X* -)~J)Ax&y -H 
Eùy 1 -H FA*' -4- &c = o ; nous avons remarqué 
dans l'article cité, que lorfque A & B font nuls en 
méme-temps , le rapport entre les différentielles ,iy 
& dx eft donné par l'équation du fecond degré 

(o £ (ir) î,+D ir +c==0; que ce 

rapport eft donné par Péquation du troifiéme degré 

1» 

F=o , lorfque A,B f C, D, E font nuls en même- 
tems, & ainfi de fuite. Mais cSmment trouver ces 
équations a, b, &cf Avec un peu d'attention, on 
verra que , toutes réductions faites , l'équation a n'eft 
que Adx-^Bdy — Q differentiée «n regardant dy 
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& ix comme conftans ; que b n'eft que la mime 
équation différentiée deux fois en regardant toujours 
dy & dx comme conftans, & ainfi des autres. D'où 
je tire cette folution du Problême propofé : fi pour 
quelques valeurs particulières de y & de x , le rap- 
iy 

port ~- ne peut être donné par Àdx-$-Bdy=o\ 

on différentiera cette équation en regardant dy & dx 
comme conftans , & le rapport demandé fera renT 
fermé dans une équation du fécond degré; fi une 
^ première différentiation ne fuffit pas, on différentiera 
une féconde fois , une troifiéme fois, & toujours ainfi, 
en regardant dy & dx comme conftans, jufqu'à ce 
que l'on foit parvenu à une équation qui puifle 
donner le rapport demandé. L'expofant du degré de 
cette équation ,• diminué d'une unité , fera égal au 
nombre de fois que l'on aura différentié. 

On a une fonction de y & de x qui devient 7 dafis 
certains cas particuliers, & l'on demande quelle eft 
alors la valeur de cette fon&ion ? On peut toujours 
regarder une fonâion quelconque de deux variables 
comme exprimant un rapport entre les différentielles 
de ces variables ; ainfi ce Problême fe réfout comme 
le précédent , ce que nous nous propofons d'éclaircir 
par quelques exemples. 

On demande la valeur de la fraâion - — — , 

dans le cas de *=ô? Suppofons ÎI£-Jl- ■ * } ^ 

ou aix—$xY(a} — x*) — x*ày ; diffé- 

rendant, en regardant dy & dx comme conftans, 

nous aurons ■ , *** -= 2xdxdy 9 & pour la 

valeur 
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râleur de JjL, Jorfque x=o, JL. J e prens pour 
fccond exemple la fraôion ; v 

dont on demande la valeur dans le cas de * = 
J ai 1 équation [ »» « 4 a *, + ? fll , _ , * 

SiK^T^ 3 *" d '° Ù e tire > « difci 
tiant quatre fois, ces quatre équations : 

[j*--8« +7 ^ *f! 

|>-8.+ — 21— ]^r 3 _ - 

: n>*. 

(la* — x*) 1 

l> ^>*-^fc^.^ 

J'ai différentié quatre fois , parce que les trois pre- 
mières équations ne peuvent donner le rapport ~jL 
dans l'hypothèfe de *« f j la quatrième donné c8 
propolee lorfque x = a. 

H 
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- i — fin. * -4- cof. x t r 

Pour trouver la valeur de , Iorf- 

lïn. x -t- col. x — i 

que x eft un arc de <?o°; j'ai (i — fin. x-*rco(.x)dx 
=(fm. x-h cof. x — t)dy,& par la dlfférentiation 
— ( cof. x-f- fin. x )dx=(f:o{. x — fin. x) dy. En 
faîfant fin. x = I & cof. x = o, on tire de cette 

équation = i ; c'eft la valeur de la fraftion pro- 

pofée , lorfque x eft égal à oo°. On pourroit le dé- 
montrer d'une autre manière , en donnant à cette 

i_(in.*4V(i— fin.*») 

fradion la forme fuivante — — — — — = 

lia. .v — i -4- v^i — lin.*-) 

! -«— • • • 



— fin.#).( i -+-fin.*)]— (i — fin.*) 

✓ (»-^«)^('^LL . ^ a eft évident 
quelle devient = i , lorfqu'on fait fin. # = i. Propo- 
fons-nous encore de trouver la valeur de 



dans l'hypothèfe de #=i. On a(x x — x)dx=z 
(i— x-\-\Q&x)dy, & [A^.(i-hlog.x)— i]dx= 

— i^J dy, comme la fuppofition de x=i fait 

difpaToître tous les termes de cette équation, on 
paflera à une féconde différentiation qui donnera 

( x" . ( i -H og. x y x* - 1 ) d x = -~- dy , & le 

rapport lorfque i , égal à —2. La règle 

eft générale , & peut s'appliquer , comme nous 
Tavons vu dans l'article cité, à des fondions de 
deux variables , comme à celles qui n'en renferment 
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qu'une feule; ainfi nous n'en dirons pas davantage 
là- de (Tus. 

Je pafle à l'ufage qu'on peut faire du Calcul diffé- 
rentiel pour développer en fériés des fonctions quel- 
conques, & pour réfoudre une fradion rationnelle 
en fractions fimples. Mais comme dans toutes ces 
applications il (era beaucoup queftion de la Méthode 
des indéterminées, je vais rappeller en peu de mots 
les principes fur lefquels cette méthode eft fondéç. 

» 

35*. Pour développer en une férié afcendante, ou 
dans laquelle les expofans de x aillent en croiflànt, 

la. fradion rationnelle — ■ il~ x jï — 5 J e ^ u PP°^ e 



Cjr*4-£>* 4 -4-&c, & il eft clair que la férié deman- 
dée ne peut avoir d'autre forme. En faifant difpa- 
roître le dénominateur, & mettant tout dans le même 
membre, il vient 

-h&c— O, 



-i] 



— 4 ) 



équation qui doit &re identique indépendammenc 
de toute valeur donnée à x. On a donc néceffaire- 
ment A~$ = o, B — 4^-4- J=o , C — 
6^—4=0, D— 4C+6B— 4^4-M=o, &c; 
& par conféquent A — S 9 B = 27 , C = 64 , 
D= 125-, &c. 

Tout ce qui eft affedé d'une même puiflance de 
x , eft un terme de l'équation identique; dajis chaque 

terme on diftingue la puiflance de x & fon coeffi- 

Hij 
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cîent ; or le principe fondamental de la méthode des 
indéterminées, eft d'égaler à zéro chacun des coeffi- 
ciens ; & la raifon de cela , eft que x ne devant 
recevoir aucune valeur , aucun des termes ne peut 
être fuppofé détruit ni par ceux qui précédent , ni 
par ceux qui fuivent. 

Si l'on veut développer en une férié afeendante la 

fonction — - — , on la fuppofera égale à 

v ( ' ~t~x 1 ) 

i + Ax i -\-Bx*~hCx 6 -\-Dx t -±-8cc\ & après avoir 
quarré chaque membre , & multiplié tout par i-f-x 1 , 
on aura 

+ 2AB 

En égalant à zéro chacun des coefficiens , il vient 

1.4 1.4.6 

, " W &c. 




2.4.6.8 

Iî arrive fouvent que la forme de la férié n'eft 
pas connue , qu'elle eft même aflez difficile à dé- 
couvrir; comme fi, par exemple, il étoit queftion 
de trouver routes les feries qui font les racines de 
l'équation my i — x*y — mx % —0. Pour réfoudre ces 
fortes de Problèmes, M. Newton a inventé le pa- 
rallélogramme analytique , inftrument ingénieux que 
M. l'Abbé de Gua a depuis Amplifié, en le mettant 
fous la forme de triangle; je fais ufagè d'une autre 
méthode dont on fera bientôt en état de juger. Je 
fuppofe y<===Ax*-+Bx K +t>-) r Cx>>+*t'->t-Dx^*t>*\+ 
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Ex>+4fi+8cc; & les fubflitutions faites, j'ai l'équa- 
tion identique m A* x^ 4-3 m A 2 B x* &c 

4***»— B*>-.«^ — & c — m*' = o. t, s?agit de d;(: 
tmgiier tous les termes de cette équation , ou de l'or- 
donner relativement aux puilîances égales de x ; à 
caufe des expofans indéterminés , je puis faire diffé- 
rentes hypothèfes. Premièrement on peut arranger 

cette équation comme il fuit : 
+ — 

&A* a** + 3 m A* B H~ 3 m A 2 C} x 1 * -f. 



3mA*D }x^+*r-+-imA 1 E \x*>+** -r-&c=o; 
dm/ZBCS -f-ômWBDl 
roB 5 ) ^imAO 

d'où l'on tire ^=3 oux=i, 3X-f-yx=x-f- j â 
ou a*=i; & ^ — 1 = 0, ou^=i, 3jrz^B — 

A = o, ou B = — ,.C=o, D= — ,£— 

3 «2 8 1 /72 î 

I 

« ~, &c. Le fécond arrangement que voici, 

— m^ J x^ 3mj4'Bx* ^ — 



3m^C)* 3 *' 2 / 4 — 3 mA*D )x* + — &c 
3mi4B 1 > — 6m>ÎBC 

— mB J 

Hiij 
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■ ■ ■ ■ '. 

donne x= o , fx= — 3 ; de A — — m, B = — m+ 9 
C = — 3m 7 , D = — i2m«°, E= — jym l5 , &c. 
Il y a une troifiéme manière d'ordonner cette équa- 
tion , favoïr 

-t-}mAB*l •+- 

4- 



3 mA*D )x**+*e-+-3mA*E ")*t^4i« -f-&c=o; 
6m/fBCV +6mABD 

On tire de ce nouvel arrangement 3X=x-f-3, ou 
3 x -4-^ = ^-4-^4-3 = 3 > ou M = — rî 

& mA 1 — 1=0, ou i4= — - — , £= — ,C==F 
, D = , £=^P \ , , &c. On a 



8^*1 * ii8i//n 

donc <ces quatre fériés 



•m 



3 m 




*4 








81 mi 




243 w 4 


m* 




ixm ,a 


4- 




*3 









*M -— Jm l jp M x—'—^-m^x 



qui font autant de valeurs de y tirées de l'équation 
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Je me propofe encore de trouver toutes les fériés 
qui font les valeurs de^ dans l'équation y* — a % y^h 
axy — .r'=o. Soit toujours y=Ax'-{-Bx +*-t-&c, 
on aura l'équation identique 

A*x*>-t- 3 A*Bx* *+r+8cc— a*Ax y ~ a*Bx*+p — 
&c— aAx^ 1 —aB x>>+e+* — &c — x* = o. 

Ordonnant cette équation comme il fuit 

A>x*> + 3 A*Bxi*+t<-h3 A 2 C ) x * kJh2 > u -\- 

+3AB* j -t- 



— x* -\-aAx y + l +aBx*+i+* 

— a x Ax h 

6ABC\ +6ABD* 

9' ) +3AC* 

aC^ +2 '** i + a D + * p-*-» H-&:c 
a*Bx h +* — a 2 C-v'* 2 '* — &c; 

on a 3^ = 3, v ou x=i, 3 x+/x= x-f- 1 , ou 
M= — I> & comme ces valeurs de x & de fx fa- 
tisfont aux équations 3 Â-f-2/x=x-f-^-4-i =a, & 
par conféquent aux fuivantes, il eft clair que cet ar- 
rangement peut avoir lieu ; on en tire A* — 1=^0, 

ou A= 1 , B — , C= , D = , 

3 s 81 

mT" ' &C " ordonnant la même équation 

de cette autre manière 



Hiv 
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or A x^ + a* B x*** -f- -f»**G •+• 

•4-* 5 — -a ^ar^ 1 — — a F x^*** 1 — 

— A*x*> — 

a'Hx> + 7? h-&c=îo, 
3 i4 l JB**^f* — &c 

on a x=3, m=i,. . . k x+^=^+;/Lt4-i = 
3 A, ce qui donne auflî x= j, /x=i ; ce fécond 
arrangement peut donc avoir lieu, & on en tire 



£ = — i,F=— L,G=-^-.tf= — L. &c. 

fl° a7 a*> a ? 

La même équation eft fufceptible de ce troifiéme 
arrangement 



4- a Ax x + l a B 

<5.4/*c£ +6AB~ 

a*D ***** — a 2 E **+4f* & c 

x* 

puifque ces valeurs A=o & /z=i, tirées des équa- 
tions JA = X, & 3*+M=5\-r-/xs5=*-r-i , fatis- 
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font aux équations jx-Hj/l^x-^-^u— XH-2ft-H 
î> & à celles qui fuivent par conféquent. On 
tire de cet arrangement A 2 — a a = o, ou A = ± L a % 

donc les quatre fériés 

■**— — -t- • H- ■■ Sec . 

3 3* 8i** i 4 3** 

X > *4 1X $> ^ jpi» 

a : — ' 4- — — H — -&c; 



a: 1 




7 X * 






"77 






H- 




a: 1 




9*J 


* 




1*7 


\6a 1 




Il«û4 



dont la première feule eft defeendante , les trois 
autres font des fériés afeendantes. Après cette 
courte digreflion je pafle à l'ufage du Calcul diffé- 
rentiel , pour développer les fondions en fériés ; nous 
fuppoferons qu'on foit parvenu à connoître , dé quel- 
que manière que ce foit , la forme de la férié. 

3 (5. De la formule Y= y -h q dé- 

dx 

montrée n°. 18, il fuit évidemment que fi l'on nomme 
K la valeur dejy qui répond à x=Q, & A' > W , 

C\ D', E\ &c , ce que deviennent les quantités , 
& X J d 4 y dry 

77^' 17T' ~7^> -ÏZT- &c » lorf <l u ' on fait 

jp=o & y=K, on doit avoir 
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* R f Q I> 
y=K+A'x-\ x* H x> H *«-+. 

x f -+-&c. 

2.J.4.Î 

Ce Théorème nous fera de la plus grande utilité pour 
développer telle fon&ion qu'on voudra de x & de 
confiantes, pourvu cependant que Ton puifle fuppofer 
que dans la férié les expofans de x fuivent la pro- 
greflion des nombres naturels. 

On propofe de développer en férié la fonftion 
(q-\-x) n =y> n étant un nombre quelconque, pofîtif 
ou négatif, entier ou fra&ionnaire. On voit que 
x = o rend y=q", donc K=j". On trouve enfuite 

JL=„.( Î + J ry- '3 d'où A> = nq—* ; 
n.(n— i).(}-+-^)"-" a ,d'oùB / =n.(n— i).9 B ~n 
—±- — n.(n — i).(n — 2) . (q +jO*~~" 3 , nOU 

C'=n.(n — — 2).q—* ; &c. Subftituant 

pour K 9 A',B\ &c, leurs valeurs, on a (j-t-jO"= 

. _ n — 1 n — 1 
q 9 -+*nq am - l x-\-n . — - — 5"— n . 

n — 2 

« — - — j""~ , x , H-&c; c'eft la formule donnée par 

M. Newton , pour élever un binôme à une puiflapce 
quelconque. La férié fe termine lorfque n eft un nom- 
bre entier pofitif; fi par exemple on fuppofoit n = 3 , 
elle donneroit ( j^-a:) 5 

Je remarquerai encore que fi l'on fait x — - qt 
on aura } aa (3«4-r y~ n =:q u ~{-n j*"" 1 .— -p— 4- 
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n. f — ». }-n. • — 

fant — n = m, ( q-hty* = q m +mq m • 4- 

m 772 " f " 1 m/ f V , m-f-1 

S m ) * c ■ autre formule dans laquelle la 

férié fe termine lorfque m eft un nombre entier né- 



Soit ^ = Iog. il eft clair que at = o 

donne y = o , donc K = o. On trouve enfuite 

d'où B'=— 1; ^ = ± _^ d'où 
±2. On a donc log. (izb*) = ±:* — ± 



&c , c'eft la fuite dont nous avons fait ufage 

n°. 2. Dans le même article, il eft queftion de trou- 
ver la férié qui eft le développement de a*=y; il 
eft clair que x = o doit donner y= 1 , donc JC=I. 
On trouve enfuite A' — log. a , B' = ( log. «)* , C'= 

(log. j)', &c ; & a*= 1 -hxlog. * + ^(lig. *)*-+. 

(log. fl) 5 -4-&c. Si ^ = fin. x, à caufe que 

2 . j 

x=o doit donner^ = o, on a K=o; & A'=n, 
£'=0, C=— i. D'ssp.fi^i.&c, d'où l'on 
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tire lin. x = x 1 & c . Si y = 

*-3 Ï.3-4.J y 

cof. x , à caufe que x=o donne j = i , on a K= z ; 
& 4'== o , £'= — i , C'=o, D'= i , £'=o, &c, 

d'où l'on tire cof. x=i \ — &c. 

2 2.3.4 

On peut démontrer le Théorème précédent de 
cette autre manière. Je fuppofe qu'il foie queftion 
de développer la fondion y en une férié de cette 
forme A+B x-{-Cx>-)-D x>-+-Ex*-\-&c ; A, B, 
C, &c, étant des coefficiens inconnus, & qu'il s'agit 
de déterminer. Je forme cette fuite d'équations, 

~-= B+2Cx-+-3Dx*-{-4Ex* + &c # 
= 2 C-f-2 . 30*4-3 . ^E^-H&c. 
= 2.3.0^-2.3 .4-E*4-&c, 

— = 2.3.4. £-4-&c, 

&c , qui doivent être vraies , quelle que foit la valeur 
de x. Je fais *=o, & je les change par-là en celles- 
ci, K = A, A' = B, B'=2C, C'=2 .3.D, 
V = 2. &c; d'où l'on tire A=K,B=A' 9 

C = , D= ,-E = , &c. 

1 1.3 r 2.3.4 

Plus généralement, foit y = A x x 4-B ir*+* 

& i4-h£f-*-Cf*4-&c=i/. Cela pofé, fi l'on 
nomme K ce que devient u lorfque f= o, & /î'» 
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B', a, &c, ce que deviennent les quantités - , 

-^7- » "^77"» & c » ^ or ^ °n fait t = o & u=K; 

on aura A=zK, B = A' t C= — , D = -iL , 

i i. ? 

D' 

E= , &c , & y =zK A*X*+*-t* 

B' • C D' 

X x * a A*H j^-H^-J * •*"4 u -+-&0 

2 2.? 1.3.4 

Nous favons qu'il y a quatre fériés qui font les 
valeurs de y dans l'équation m y* — x*y — mx* — o % 

nous connoifTons la forme de chacune. i°. y = 
Ax-t-Bx i -+-Cx>-t-Dx+-h&c- y dans cette hypo- 
thèfe X=si, ftssl, r = x & ^=wr ; ces valeurs 
étant fubftituées dans la propofée , elle devient 
mu} — ut — m = o; or r = o donne u = i , donc 

JC(:==i4)=si. On trouve enfuite sas " 



*»*(-»>-•£-. 

2 

, d'où B'=o & C=o; 



3 rnu'—t 9 do 

du d-u du du* 
lîmu 1-3 h 6m 

dt at* * dt- dt> M v 

, d'où C = 

C^~ 6 -fD^ p -f-&c ; donc x = o, /*= — 5. 
je 3 = r , ^==1/ , & la propofée devient mtu 9 —* 
u — m = o; or t — o donne u = — m , donc 

A"(=^)=— m. Ou a enfuite -— - = — # 



> 



< 



H26 î) V CAtCUt 

* 

d'où A>(=B)=-m*; ~ = - 

du* du 

6mtu h<$/nw* 

4 " — , d'où B' = —6mi & 



3 mtu 2 — i 

C= — 3m*; D = —i2m i0 ; &c. 3 0 . =i4;r T -f. 
B+C* — M-D*-> -4-&c; à caufe de x=|, 

. i u 

A*= — 7 » x 2 = t , y = — , la propofée devient 

t 

mu} — u — mt = o ; or r=o donne mu 1 — 1=0, 
donc K(=A) = ——. On trouve enfuite -p- = 

— , d'où ,4'( = B) = -; -£l— 

— 6mu 

dtx ,d'oùB^+^' & C=T 



3 m a* — 1 ' 4 y/ m * 



j» 18 mu -f- 6m- - 

3^1 a J ii <fr <<t* <*r 



<fu d 1 u du* 

-.d'où 



8v/ot </r* 377211* 1 

ff=3m* & D = — ; &c. 

Soit cette autre équation — <z*jr ^ a xy — 
*'=0 , & fuppofons i°. y—Ax-\-B-±-Cx—'-it- 
Dx-^&c, on a x= 1 , yu= — 1 f jf— * — tt y = 
u 

— ; en fubftituant ces valeurs dans la propofée , il vient 
u* — a*ut % -{>dut — 1=0; or t=o donne u=r,donc 

K(z=szA)= ti On trouve enfuite ~=z ■ ia UT ~~ au _ 

dt }u'-a l t*-i-at 9 

tfoù^B)^^, 
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du* du du 

— 6u h4fl a t hza*u — ia — 

— ; — , d ou 2r = 



3 u* — a*t*-hat 
ra % a* al 
— & C= ; D== — ;&c,2 0 .^=^^ + 

BxV4-C* ,T -J-&c; à caufe de \— 3 , ^=1, x = r 
& y=ut* % la propofée devient u*z 5 — 4 2 w+a«r — 

1=0; or r=o donne m= ~* , donc K(=/J)= 



— . On trouve enfuite a 



fl l dt 3 u rî — a A H-ar * 

d'où ^ (==B) = .rLL. &c. 3 0 . ^=^ + Bx+ 

C** •+« D x 5 -4-&c, ce qui donne \ = o & ju=ij 
or dans l'équation u J — ^u + au/ — ^=0, fi l'on 
fait t=o , on a k sa ^ a , donc K ( = A)=± 1 a. 

On trouve enfuite = — fl ""^3 f ^ % 

</r 3 u a'-hat 

— 6u 1a h6t 

A<(=B)=+U±^- = Ï £ , 

d'où B'= + — & Ca==F--L; &c. Le Calcul 

différentiel va nous offrir d'autres moyens encore 
de développer en fériés des fondions quelconques, 
37. Pour développer en une férié de cette forme 
A-t-Bx + Cxt-hlkc la fondion ( 9 = 7 , 
j écris log. y=n]og.(q-ï-x) différentiant , il me 

dy ndx dy 

vent — = — — , ou ( q + x) .-L--ny=0. 

Je mets dans cette équation pour y & -jL leurs va- 
leurs A-ArBx-\-Cx*-\-&c % &c B-f-2C*+&c, ce 

qui donne 



tiS Du.Calcué 
q B-f- 2 C y -f- 3 D y ) * & c a a; 

— nB ) —«C ) 

On tire delà qB — nA = 0, zCq+B — nB = o; 

wC=o, &c; ces équations ne fuf- 
fifent pas pour déterminer tous les coefficiens , mais 
il eft aifé de voir que la valeur de y doit être telle 
qu'elle foit égale à q n îorfque *=so; donc A = q" 

*B=nf~\C=n.-!^q^* 9 D=n.— .1 



" ~ } n "" 3 , &c. Si c'étoit la fon&ion + 

l/(l-f-jr*)J"==^ qu'il fallût développer en férié, 
on feroit n log, [x + ]/( 1 + x *)]~\ ogi y t d'où 

on tire de cette équation , en regardant dx comme 
confiant, ( 1 +**)._1L + 72>y*=o.Ort 

verra aifément que la férié demandée peut être de 
cette forme y — 1 -\-nx-\-Ax>-+-Bx ) -+>Cx+-h 

Ux'+dic , donc — = n«f2^x + 3fi^ + 

.4C*»-f-yDx* + & c> -^- = 2i*+2 . 3BX + 

3 .40^+4.5* D* 5 4-&c; fubftituant & réduifant, 
on a l'équation identique , 



2 ^-+-1.35 Kr-f-j.4C)* î -f. 4 .îD) 



d'où 



Digitized by Google 



Différentiel. i2p 

d'où l'on tire A=—, B-— . , C= 

i z 3 

n» n % — 4 w * — 4 — 9 
-— •— — , D = . , &c. 

Le rayon étant pris pour l'unité, fi on nomme 
y le finus d'un angle x & i fon cofinus, on aura 

TT-Kci-r) & on 

tire dela-~ r ===i— j% — i—ji.&^i _ 
—y> -J^r = — f« Je wppofe j?=x-4-v4 

cx*«H-&c; cela eft fondé fur ces deux confidérations, 
1°. que x = o doit donner^ =o & £=i ; 2°. que 
plus l'arc diminue , plus il approche d'être égal à 
fon finus , ce qui fait que le premier terme de la va- 
leur fnppofée de y ne doit avoir d'autre coefficient 
ni d'autre expofant que l'unité. Donc 

h 

— = I-KA+i) . ^ + (2X+Ij . Bx*>- + 

( 3A-4- i)C#* -f-&c> 

JJL = X. (X-f-l) .i4* ? --' + 2^ . (2X+I).î. 

B:r^- I -+.3X.(3*-4-O.C4:' x - I 4-&c; 



Subftimant pour ^ & , j & leurs va- 

&X d X a 

I 
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d*y d*l 
leurs dans les équations — ~ t-^=»0,— +?=0, 

on aura les équations identiques , 

x . ) . Ax - 1 -4- 2X . ( 2X4- 1 ) • Bx**-« 3 x •] 
4- r 4- /te' * 1 4- 

4-1 4- 4- 

fcjtr^ 4-&c> ' 
Je fais dans la première x — i = i, ou x = 2, & 

il me vient A= -, B = , C = . . . . 

, &c; je fais dans la féconde t* — 2=0 



2. 3.4.5. 6. 7 

ou m=2, & j en tire a = » v= > 

c _ — nî , & c . Si j'euffe fubftitué dans le* 

deux équations ^=—y 9 pour y, 7, 

JjL , -IL leurs valeurs tirées des hypothèfes pré- 
cédentes , f aurois eu 

(A4-iM^+C^+i)-B* tx +(3 x +0-C» ÎX 4-&cl • 
M a^-«4-a/*i* a ' , - , -4-3A*c*^- I +8cc> 0 

4- a: 4- gJA: * 1 4- B-^'-h&ci 

& faifant dans la première x = m , & dans la féconde 
j'aurois tiré de Tune & de l'autre ces deux 



• 
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fuîtes d'équations 3^=^, fB=b, jC=c, &c , 
2a+ i = o, 4b+A = 0, 6c-\-B=o , &c; lef- 
quelles donnent pour A',B,&c,a>b 9 &c, les mêmes 
valeurs que ci-deffus. 

Il faut trouver la férié qui eft le développement 
de la fonâion a Aùa - x =y. On a log. y=A fin. x 

. dy dx log. a , dy* 

y 1/(1— **) y d*» 

J' C log. a ) " & ( I — *») . ^ — * ^ — > ( log. ay= o. , 

On voit que fi x=o 9 A fin. x=o & >=i; foit 
donc y = 1 -4- -4 **••+• B x 1 ** -h tt -H D ^ u -h&c» 

^ =/x/?^~ * +&c , = ^ . (fji— i).Ax*-*-h &c. 

Subftituant ces valeurs dans l'équation du fécond 
ordre que nous venons de trouver , & faifant pour 
abréger log. a = C , on a une équation identique 
qu'on peut ordonner comme il fuit 

M • (A* — O • /Jx'^ 2 + 2iU . (2/jl — I) . B* ttt - 2 + 

— C* — • C'Axt* — 

— fjtïAxr — 

$P • ( 3/*—^ • C*? tt * 1 -f-4^ . (4/* — 1) • Dx4«-*-t- &c ) 

4/x 2 jBx*ï* — p/u'C* 1 ** — &c> 

& qui donne par conféquent t*. — 2 = 0 ou ^=2 ; 

» ' 2^.4 1.3.4.^.6 

Daa C.. ( c.H. 4) . ( c.H.«0. ( c.^O 

1.5.4.5.6.7.8 

ordonner la même équation de cette autre manière , 
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^ . f>— 1) . i4^- 2 4-2/x . (2At— i) . Bx**- 1 -^ 

3^.(3/x— i).Cjc^- 2 -4-4^. (4M— i).D*4*»-*-4-&cj 
l&Ax* — — &c) 
d'où Ton tire /x — 1 = 0 ou /x — i ; B= , 



C = ^LA 9 D= , &c. Cette autre 

1.5 

férié , où ^ eft arbitraire , eft la même que la pré- 
cédente , lorfqu'on fait A = o. Mais il eft aifé de 
voir que lorfque x — o, y — 1, & que lorfque x 
diffère infiniment peu de zéro, y doit différer infi- 
niment peu de i-hx, qu'on peut regarder comme 
les deux premiers termes de la férié. On a donc 

A— 1 , &y==H-jfH x 1 4 x* ~H 

' 1.1 1,1.3 

x f H AT* ] 

1.1.3.4 1.1.3. 4.5 

C*.(C*-*-4).(É 2 -*-t6) „ 

x tf -4-&c. Nous ne .nous arrê- 

1.1.3.4.5.6 

terons pas pour le moment aux remarques qui fe 

préfentent ; & nous terminerons cet article par pro- 

pofer de développer la fonction ( i-f-n cof. x) m en 

une férié de cette forme Wn~B cof. x-\-C cof. 2x-h 

D cof. 3X-4-JB cof. 4 x -4- F cof. y.r-4-&c. 

Il eft clair que (i-W cof. A-) m =i + /nn cof.x-4- 

m — i r m — 1 m— i - 

m . n 2 col. x'H-m. . n> cof. x 5 -H 

* » 3 

7» I 772 1 7/2 J - 

m . . . 7i 4 cof. x 4 -4- &c. Or , 

fi on fe rappelle que 
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2 cof. x 2 =m 1 4- cof. 2 x , 
|, 8cof.x + = 3 -h 4. cof. 2 #-4- cof. 4 x, 

3 2 cof. x ô = 1 o -f. 1 $ cbf. 2 x -4- 6 cof. 4 * H- cof. 6 x , 
&c, 

4 cof. x*= 3 cof. x -4- cof. 3 X , 
1 6 cof. x T = 1 o cof. x-f- 5* cof. 3 x-4~ cof. y x , 
64. cof. x 1 — 3 y cof. a:-h2 1 cof. 3 x-4-7 cof. y x-f.c0f.7jr , 
&c. 

on trouvera aifément pour A, B , &c , les valeurs 
fuivantes , 



m — 1 n* m — 1 m 
m . • -f-fw . • — 

» 2 z 



^=1 

— ? 3/1* m — 1 m — 1 m — ? m — 4 
. -+-m . . • . 

4 8 x 3 4 f 



à 16 



&C, 



D m — 1 m — 1 ; m — 1 

IJ =772 H + 772 . • . *-{-fTl • •) 

* 3 4 
• -. î. — h&c 



3 ' 4 5 8 

&c. Mais lorfqu'on connoîtra les deux premiers coeffi- 
ciens A & B, il fera plus court de chercher les autres 
de la manière fuivante. De l'équation ( i-4-rc cof.x) //, = 
A-t-B cof. x-+-Ccof. 2x-h&c, on tire m log.( 1-+- 
72 cof. x) = log. (A-+-B cof.x-4-Ccof. 2x + &c); 
différentiant & divifant par — d x , il vient . . . 

m/7 fin. * Bfin.jr-hîCfin. i.t+&c _ . 

-7 = — : ~ : — ; , & AlUTl 

i-+-ncoLx yf^-Bcof.*-4-Ccof.ix-H&c. 

fi n . x -h£ tt? rz fi n . x c o f . x-h Cm n fi n . x c o f . 2x+&c= 
B fin. x -f- 2 C (in.2x + &c+Bn(in.^ cof x -4- 
2 Cn cof. x . cof. 2 X-+-&C. On connoît les formules 
2 fin. xx cof. x==fin.(x-f- i)x-4-fin.(x — 1).*, 

T • • • 

* I U) 
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& 2 fin. xcof. \x = r\r\ t (\'+>i)x — fin.(x — i).x; 
faifant donc les fubftitutions néceflaires dans la pré- 
cédente équation , elle devient 

B.fin.*-*- 2 C.fin.ix-h 3 D.fm.j*-»- 4 EfîîMxH-&c*=o; 

n 3 n 

H 5 -h n C H D 

H- n C — D +inE -f-— F 

mn mn 

—mnA B — — C D 

2 z z 

mn mn mn mn ^ 

H C H D h £ n F 

2 2 Z 2 

on en tire (m-4-2) . rzC-haB — 2mnA=zO, 
(m*+*3).nD-h4C — n.(m — 1) . B=o, (m-f-4). 
nE-+-6D—n (m — a).C=o, (ro-f-j). *h+ 
8£— n.(m — 3).D = o, &c ; & 

r m 772 -1 n% 772 — * « — i m—* 

22 2 3 4 
n 4 m — 1 m 2 772 ? 77Z 4 m — î 

— -f-m. . ' — . ■ ■ . . . 

* * 3 4 5 6 

J-&C. 



3* 

Dm — 1 772 — 2 7i* m — 1 m— 2 
= m . — : • - 1 -4- m .— . 

* 4 13 

772 3 772—4 ï H* 



% 16 



E/n—r m—! m—; 1 4 , m— c 

2 3 4 8 ^1 

m — 1 m — 3 172 4 772 f JTI 6 

— - — . — - — . — - — . — - — . — — «+-&C, 
3 4 5 6 i6 

38. Ayant à traiter maintenant de Pufage du Calcul 
différentiel pour réfoudre une fra&ion rationnelle en 
fractions Amples* je crois néçeffaire de repreadrç 
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les chofes d'un peu plus haut. Premièrement , toute 
fonction rationnelle entière peut être repréfentée par 

d-f-ix-f-cj^-H ~\-hx'* f car on peut fup- 

pofer que tous les nombres entiers poflîbles font com- 
pris dans la fuite 0,1,2 x. Il fuit delà qu'on 

pourra repréfenter toute fraction rationnelle par 

(P) a-hbx+cx % -h -*-kx K m - , 

_ ; & fi (] ans celle 

( Q ) a'+b' *-+- c' x 2 H- -H h'x y 

qu'on propofera, il fe trouvoit des puiffànces de x , 
dont les expofans fulfent des nombres entiers néga- 
tifs, telles que x"\ x" z .v-"; îl fuffiroit, 

pour qu'elle devînt femblable à la précédente , de 
multiplier fon numérateur & fon dénominateur par 
x** t — fx étant le plus grand de ces expofans négatifs. 
Multipliant, par exemple, le numérateur & le déno- 
minateur de la fraction — ^— , par x* 9 on la 

CL X I X ^ 

transforme en celle-ci .Secondement, dans 

P 

la fraction — , x peut être plus grand ou moindre 

que x'; s'il eft plus grand, en divifant . . ..4- 

c^-f-b'-f-a par h'x .-\-c'x 2 -)-b'x-T-a / i 
on pourra toujours partager la fraction rationnelle en 
deux parties, dont l'une fera une fonction rationnelle 
entière , & l'autre une fraction rationnelle , telle que la 
plus haute puiflànce de x dans le numérateur fera moin- 
dre que la plus haute puifTance de x dans le dénomina- 
teur. Soit propofee, par exemple, ;ondivifera 

ax-hx* 

jr 4 -t- a x par jr»H- 1 , & on trouvera que — 

I r \ m (X x 

x* — 1 H . Tout fe réduit donc à décora- 

Iiv 
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pofcr en fradions (impies une fradion rationnelle de 

r (P) .a-hbx-i-c -hhx 

cerre forme , 

(Q) a'+b'x+c'x> + . ...-hiV*" 1 

dans laquelle le numérateur P & le dénominateur Q 
font fuppofés n'avoir pas de fadeurs communs; & 
c'eft de quoi nou? allons nous occuper. 

On cherchera d'abord tous les fadeurs binômes du 
dénominateur Q en réfolvant l'équation i f x . % 
c' x*-\-b'x-+-a'=o. S'il s'en trouvoit d'imaginaires, 
comme ils ne peuvent être qu'en nombre pair, & 
que deux à deux ils font les fadeurs d'une fondion 
trinôme réelle , on diftinguera avec foin les fondions 
trinômes dont les fadeurs font imaginaires. Soit une 
fondion trinôme quelconque r-+-sx-+ t x z ; en réfol- 

S X T 

vant I équation du fécond degré — H = o, 



on trouve x= — -+- l/| — — "|,&ces 

deux racines font imaginaires lorfque — — eftmoin- 

dre.que — , ou lorfque , & par conféquent 

- , eft moindre que l'unité. Le cofinus d'un 

angle eft toujours moindre que le rayon ; or le rayon 

étant i , fi Ton fait — - = cof. C , ou s = 

2 |/(rr)«cof. € , le trinôme r-4-2 x\/(tr). cof.C-f- 
tx- aura nécéffairement ces deux fadeurs imaginaires. 
Au lieu de ce trinôme, nous prendrons celui-ci, 
r l 4-2r/* cof. C-\-t> x 1 , pour repréfenter tous les 
fadeurs trinômes irrédudibles. 

Je fuppole que le dénominateur Q a des fadeurs 
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imaginaires, c'eft-à-dire qu'il a un ou pîufîeurs 
fadeurs trinômes de cette forme r 2 -+-2rtx cof. 

irxcot'. C 

t*x 2 ; en réfolvant 1 équation x* H h 

i t 

-—=0, on trouve x= — (cof.£ ±V — 1 • 

fin. C); or par J'hypothèfe , celle qu'on voudra de 
ces deux valeurs de x étant fubftituée dans la fonction 
Q, doit la rendre nulle; on aura donc, en faifant 
fuccellivement les deux fubftitutions, deux équations, 
au moyen defquelles il fera poflible de trouver , & 

la fraction , que je fais pour abréger =j, & 

l'angle 6. On fait que généralement (cof. G ±y — 1 . 
fin. Cj m = cof. m C ± ]/ — 1 . fin. m G, on a donc 
*>=i*(cof 2C±V— 1 .fin..2C),*'=J , (cof.3^±: 
]/ — 1 fin. 3C), &c; & fubftituant ces valeurs, les 
deux équations 

a'+b'scoCZ H-c'j*cof.iC -4-..-f-A'r + » cof.(A-f-i).C 1 

i).C> 



I 



£ v-+-tocof.C -+-c'x*cof.xC H-..-+-A'x ^îcoC(ah-i).C 1 

,.ci— °' 



J'ajoute enfemble ces deux équations, je fouftrais 
enfuite la féconde de la première , & il me vient 

tf'-f-^cof.C-hc'^cof. iÇ4-...H-A'r^icof.(A^-i).C=o, 
b'sfin. 6-f-c'J 1 fin. »C-+-...-f-À'f*'* 1 fio.(A-f- i).É=o. 

Nous allons faire ufage de ces deux dernières équa- 
tions , pour réfoudre quelques cas particuliers. 

On demande les fadeurs trinômes «de a x ±:X y } 
Nos deux équations deviennent c^+s* cof. *C—o 9 
s' fin. x£=o; & comme la féconde donne fin. aC=o, 
on voit que xC ne peut être qu'un multiple de la 



/ 
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demi- circonférence. Nommons c la demi-circonfé- 
rence qui a l'unité pour rayon, *x£ fera égal à ic, 
& cof. xC à ± I ; c'eft le ligne -H lorfque i eft un 
nombre pair , & le figne — lorfqu'il eft impair. II 
faudra prendre le figne -4- lorfqu'il fera queftion de 
a \ — x \ $ & \ e {]g ne — lorfqu'il s'agira de a ; 

afin d'avoir dans l'un & l'autre cas a' — s =0 , d'où 
l'on tire s =a , ou r= — a, & t — i. En fubfti- 
tuant pour r , * & £ leurs valeurs dans la formule r 1 — 
2r*x cof. C4-/**S on trouvera la quantité a 1 — 
1 c 

zaxcof. h* a , dans laquelle il faudra mettre 

pour i tous les nombres impairs moindres que x, 
fi l'on veut avoir tous les fadeurs trinômes de a 
& dans laquelle il faudra mettre pour i tous les nom- 
bres pairs moindres que x, fi Ton veut tous les fac- 
teurs trinômes de a' — x\ Il faut remarquer que lorf- 
que x eft un nombre impair, la fonction a'-Hx a 
un facteur binôme réel , a-i-x; qu'elle n'en a aucun 
lorfque x eft un nombre pair : que lorfque x eft un 
nombre pair, la fonction a — x K a deux facteurs 
binômes réels, a-ï-x & a — *, qu'elle n'a de fac- 
teur binôme réel que a — lorfque x eft un nombre 
impair. On peut tirer de-là une démonftration bien 
directe & bien fimple du Théorème de M. Côtes, 
qu'on a coutume d'énoncer ainfi. 

Si on divife une circonférence de cercle (Fig. 14) 
en arcs égaux A a, Aa> aB, a'B\ Bb 9 B'b'>bD, 
l'D' t &c , dont le nombre foit égal à 2X, & que 
d'un point quelconque 0 pris dans le diamètre A K , 
on tire des lignes Oa, Oa', GB % OB', Ob 9 Ofc', 
OD , OD\ ôfc , à tous les points de divifion , on aura 
(CA) -h(CO) = Oa .Oa'.Ob . Ob' 9 &c, & 
(CA) —(COy = OA. OB . OB' . 0 D . 
OD' t &c , en prenant ainfi ces lignes alternativement. 
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Nous remarquerons d'abord que lorfque x eft un 
nombre impair, OKeft une des droites O a, Oi,&c; 
quelle eft une des droites 0B 9 OD , &c> lorfque 
x eft un nombre pair. Il nous refte donc feulement 
■ démontrer qu'en nommant CA, a, CO, x % & C Tare 
AQ compris entre le point A & un des points de 
divifion, on doit avoir le produit OQ.OQ' , ou 
(0Q) 2 = û 2 — 2 clx cof..£-f- x 2 * Or cela eft évident, 
car fi Ton mené QP perpendiculaire fur CA , on a 
QP = a fin. C t/ OP=±. a coCC + x, & par con- 
féquent (0Q)* = a* — 2ax cof. C-4-*\ 

Si on demandoit îes fa&eurs trinômes de a 2x — 
2a x cof. g-f-.r 2X ; ou auroit les deux équations 
* 2 — 2<i r cof. g coC xC-+-j 2x cof. 2XÉ = 0, 
--2 as cof. g fin. x^-f-i 2 fin. 2x£=o. Je mul- 
tiplie la première par fin. 2 x£,& l'autre par cof.axC, 
je fouftrais enfuite la féconde de la première , & il 
vient a 2 A fin. 2 x € — 2 a* s cof, g (fin. 2 x C cof. x C — 
fin. x£ cof. 2x£)=ro, ou a 2 fin. 2xC — 2a v j x cof.g 
fin. x6=o. Cette dernière équation étant jointe avec 
celle-ci — 2a s K cof. g fin. xC-t-j* A fin. 2XÊ= o, 
on en tire s 2 *=a 2h & s = a\ d'où r=— a & *==i. 
En mettant a pour j dans la féconde équation , on 
a fin.2x£=2cof.gfin.x£, &, à caufe de fin. 2XÊ= 
2 fin. xC cof. xC, cof. x£ = cof. d'où l'on voit 

que xC = 2 ic Hhg & £= * « Ainfi les fac- 

teurs trinômes demandés feront de cette forme, 

r 1 i c ïfe if 

— 2a* col. -S — H* 2 ; & on trouvera ces 

faâeurs en mettant dans les deux formules a 2 — 
2ax cof. %lc ~*~ s + X 2& a t — 2ax co tUÏZl£+x\ 

A \ 

pour 2 i tous les nombres pairs moindres que K 
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Lorfque a eft un nombre pair , on trouve par les 
fubftitutions précédentes , deux fadeurs de moins que 
n'en doit avoir la fondion à 1 — 2a x cof.g-t- x 1 ; 

g 

voici ces fadeurs, a* — 2ax cof. — f-* 7 & * ? -f- 

A 

g 

2a x cof. h* 2 : on n'en trouve qu'un feul de 

or 

moins, favoir, à 1 — 2ax cof. r-# l > lorfque' x 

A 

eft un nombre impair. 

Si fur la circonférence d'yn cercle quelconque 
AB HA (Fig. ij), on prend un arc AL=g, & 

l'arc AB = — ; qu'on divife la circonférence, en 

A 

commençant au point B , en un nombre de parties 
égales marqué par > ; & que d'un point quelconque 
O , pris dans le diamètre' A K , on mené à tous les 
points de divifion les lignes OB, O F, O/, OG, 
0#,&c : je dis qu'on aura (OB) x ,(OF) x .(Of) x . 

(OGy.(Ogy&c=-(CA)* —2(CAy .(COy. 

cof. £-+-(C0) 2 \ Ce Théorème, qu'on doit à 
M. Moivre, eft facile à démontrer d'après ce qui pré- 
cède. Car, nommant CA , a; CO, x, de C l'arc 
compris entre le point A & un des points de divi- 
fion , on a (OQy=a' t — 2ax cof. C x ; & 

mettant pour C ces différens arcs —, 1 c " 4 ~ g , 

r A A 

*C if 4C-H2- 4C g 

-, &c , on trouve 



» > 

A A A 



pour (OBy t (OFy, (0/)S (OG) 1 , COg)\&c, 
les mêmes quantités que nous venons de démontrer 
être les facteurs de a z ' — 2 a* x K cof. g-\-x 2 \ 

Mais quoi qu'il en foit des différentes méthodes qu'on 
a imaginées pour trouver les fadeurs d'une fonction 
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rationnelle entière Q; il eft certain que les facteurs 
binômes réels d'une femblable fon&ion ne peuvent 
être que de la forme m-+- n x, & les fadeurs trinômes 
irréductibles de la forme r 2 -f-2r cof. €-\-t*x\ 

39. J'imagine un nombre A-f-i de fraâions bi- 

A B C 
nomes 1 1 h &c, 

m-+-nx m'-hn'x m"-hn"x 

& il eft clair qu'en les réduifant au même. dénomi- 
nateur , la fraction réfultante aura pour numérateur 
une fonction rationnelle entière du degré x, qui fera 
la plus générale de ce degré. Prenons pour exemple 

1 • r A B C 

les trois tractions \ \ ; 

m-hnx m'-i-n'x m"-+-ri'x 

& les réduifant au même dénominateur , nous aurons 

Am'm"+/l(m"n , '+-m'n")x-t-An'n"x 3 - 
Bmm' + birti'n-i-mn") -hBnn" 
C mm' -H C(m'n-hmn' ) -+-Cnn' 

(m + nxJim'-t-n x)(m"-+-n"x) 

dont le numérateur eft une fonction rationelle en- 
tière la plus générale du fécond degré. Il faut bien 
faiie attention que cela fuppofe que les binômes 
m-^-nx , m , -+-n , x~ 9 m u -\-n"x font inégaux & pre- 
miers entr'eux; car fi les chofes étoient autrement, 
& que, par exemple, m , -+-n , x fat égal à Km-f- 
Knx, ce qui donne m'=Km & n'=Kn> la frac- 
tion deviendrons 

{AK+B) mm% CKm* + [( AK+B) (m"n + mn)+z CKmn) x+ i(AK+B) nrf+CKn* ]X* 

; 

À'(m-»-nx)* ( m +n" x) 

dont le numérateur ne peut pas repréfenter toute 
fonction rationnelle entière du fécond degré. Mais, 
deux des facteurs étant égaux, fi Ton conçoit les 

trois tractions h h — ; . 

(7724-nx)* m+nx m"+n"x % 
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& qu'on les réduife au même dénominateur, on aura 

Arn-r Bmm"+ Cm » + lAn"+ B • (m'n 4- mn") + iCmn] x 4- (Bnn" + Cn *) x * 

(m + nx^CnV/Tx) * 

dont le rtumérateur peut repréfenter toute fonction 
rationnelle entière du fécond degré. Il en auroit été 
de même, fi les trois faâeurs étant égaux, on eût 

A B 

formé les. trois fraâions H -4- 

; car , en les réduifant au même dénomi- 

m-^-nx 

nateur, on eût trouvé 
A + Bm-hCm* +('Bn + iCwfl)x + Cn l x* 

Imaginons maintenant deux fraâions trinômes 
A-*~Bx C-+-D* 



•> r*-4-arrxcof.é-f-r» je» r^-f-irYjecof.C'-t-f z x % 
dont les dénominateurs foient inégaux & premiers * 
entr'eux ; en les réduifant au même dénominateur, 
on trouve 

Ar , * + Cr-+{Br , * + Dr*)x+(At'* + Ct*)x* + (Bt'* + Dti)xi 
♦ z^rYcof.C' f2.PrYcof.C* 
+ iCrt cof.C +z!)rrcof, C 

( «- z rt x cof. C + 0 x 1 ) ( 2 r' r' x cof. C«- *'* x* ) 

&: dans cette fraâion le numérateur eft une fonâion 
rationnelle entière la plus géné aie du troifieme de- 
gré. S) les faâeurs trinômes étant égaux, on eut 

formé les deux fraâions ■ + 

(r*-hmxco(.C-Hf- je*)* 

*'~ h ^ x ; en i es réduifant au même dé- 



r z -f- 1 r t je cof. C -+- 1 » je 1 

nominateur , on eût trouvé , 
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A+Cr*-*-{B-t-Dr*)x + Cc-x* + Dt*xi 
-t-z Cri cof. C -h z Dr f cof. C 



; 



le numérateur de cette fradion eft auflî une fondion 
rationnelle entière la plus générale du troifieme degré. 
Mais fans pou fier plus loin ces calculs, je crois que 
nous pouvons regarder comme démontrée la règle 
générale que voici , pour réfoudre en fradions fimples 
toute fraction rationnelle propofée. 

La fraction rationnelle , 

étant propofée , je cherche les fadeurs du dénomi- 
nateur Q en réfolvant l'équation a' -t-b'x-\-c'x % -{+ 

-h i'^* 1 = o. L'opération faite, je trouve 

les fadeurs binômes réels m-t-nx, m'-\-n'x 9 &c, 
(p + qx)\ &c, & les fadeurs trinômes irrédudibles 
f*-\-2rtx cof C-H 2 **, &c, (s*-h2sux cof. 
u*x*y % &c. Il ne faut point perdre de vue que les 
fadeurs binômes m-4-/2r, m'H-n'*, &c, &c, 
font inégaux & premiers entr'eux ; que les fadeurs 
trinômes r*+2rtx cof. C-+-t*x l , &c , i*~h2sux 
cof. &c , font aufli inégaux & premiers 

P 

entr'eux. Cela pofé , je fais - = 



nx 

B A ~ fl 



m' -t-n'x (P-Hf*)* (p-H*)T I 

H' o E-hFx 

.... H h &C -J — ; -+* 

p-*-q x r a -f-*rr#col.C-r-r 2 #* 

&cH h 

G'-f-H'* 

r- &c ; & li après avou: 



x* -t-ixux cof. v-i-u*x 
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réduit ce nombre de fradions (impies au même dé- 
nominateur, la fradion mfultante a pour numéra- 
teur Ai-±-Bix-)-Cix^- -+-HIJT ; comme 

cette fondion rationnelle entière peut repréfenter 
toutes celles du degré x , on pourra fuppofer qu'elle 
eft identiquement la même que a-+-bx-+-cx*-t-* • • 
►f. hx ; on aura de cette manière les équations 

A \—<x , Bi = b , Ci=c Hi=/r, qui 

ferviront à déterminer les inconnues A , B , &c , 

A' t B' H', &c , £ , F, &c, £' , F N\ &c. 

Je prendrai pour exemple la fraction rationnelle 

I^f±lf!±-lg t que je propofc de réfoudre 

en fes fradions fimples. Les fadeurs du dénomina- 

c 

teur font x. (i— i— 2xcoù — -f- 

*»= i — x-t-jc 1 -, ie fuppoferai donc que la fradion 

A B 

propofée eft égale à cette fuite 1 + 

H . En redui- 



(I — x) z l — x I — * + 

fant tout au même dénominateur , on a l'équation 
identique ' 

A— 2 Ax+ Ax*+ Ax'—2Ax++Axi=iO, 
_ I+ b —lB +4B — 3B 

+ A< — W — E + A' —B' 
. -HB'— . £ — F + B' + F 

£ -f- F £ 
_ 2 _ 3 —4 — F 

d'où l'on tire ^= 1 . B=J, ^'=J , B'=f, £= 

, F=l5 & — T! "TT7— — T- = — " *- 



T 



I 
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<*(!-+-*) (1 *)* 2 (,_*) 

4 * . Les éliminations que cette méthode 



3(1 — Jt-f-AT* ) 

exige, la rendent quelquefois très -pénible. Voici 
d'autres méthodes pour déterminer ces coéfficiens, 
& nous nous arrêterons fur-tout à celles qui nous 
font offertes par le Calcul différentiel. 

P 

40. La fraction rationnelle — écant propofée , 
pour déterminer le numérateur de la fraction par-, 

— ; je fais Q — tm-hnxïS, & =s 

■4-nx ' Q 

R -. On a auffi ' * 




P— — A S 

donc R = . Mais R eft une fonction ra- 

m-i-nx 

tionnelle entière, donc P — AS doit être exactement 
divifible par m^nx; il fuit de là que fi Ton fait 
m -f - n x= o , on doit aufli avoir P — A S— o ; & que 

p 

par conféquent A eft égal à çe que devient , 

lorfqu'on fait x = — . On voit bien clairement 

que S ne doit pas renfermer de facteurs égaux à 
m -f- n x , ni qui en foient multiples. 

Dans l'exemple précédent, P~ 3 
4** , S=(i — x y (1 -r-# 5 ); & lorfqu'on fait at=o, 
P 

on a — —== 1 , c'eft effectivement la valeur que nous 
o 

avons déjà trouvée pour A. Si on vouloit déterminer 
B, on auroit S = x(i — x) 2 (i — jr-f-**); or 

K 



Digitized by Google 



Du C A £ C 0 £ 
p 

lorfque x= — i , — - - =» \ ; donc B = comme 
nous l'avons trouvé. 

Puifque S= , on aura A égal à ce 

que devient Jorfqu'on fait m-hnx=0* 

Q 

Mais dans cette hypothèfe , le numérateur P(m -f - nx) 9 
& le dénominateur Q, qui a pour fadeur m+nr, 
ibnt zéro l'un & l'autre ; j'ai donc recours à la mé- 
thode du n°. 34. , & je trouve que <<4 eft égal à ce 

. . (m-hnx)dP + nPdx y r . 

que devient ~"37r~ » ou » a caute ° e 

nP dx 

m-{~nx = o , à ce que devient — r— -, lorfqu'on 
fait x== La méthode ne donneroit rien fi 

n 4 

•4^- renferraoit encore le fadeur m-t-nx. 
dx 

P dx 

Dans l'exemple , on a n = 1 , n'= 1 , & ^ = 

1 j 

(1 — ( n-*o — *(i — — *)* 

je fais *r = o , 8c il me vient A=l; je fais enfuite 
x = — 1 , & il me vient S = 

Pour déterminer les numérateurs des fradions 
g B' t H' 

je fais Q=(p4-f .v) u S, & — = h 

B* H' A 
i - ### •••••• | , 1 1 _ • 



■ 
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p p 

A caufe de —= on a R== , 

P—S[A'+B'(p-hqx) + -hH*.(p-hy*>- i] 

(p-hqx)* * 

Comme fi eft une fon&ion rationnelle entière , il eft 
clair que le numérateur du fécond membre de l'équa- 
îion préce'dente doit être exa&ement divifible par 
le dénominateur ; ce qui fera que ce numérateur 
s'évanouira dans Phypothèfe de p-+-qx=0' y donc 
dans la même hypothèfe P—A'S=o ) d'où l'on 

tire que A' eft égal à ce que devient — , lorfqu'on 

fait x = — — . Mais puifque la fuppofition de />•+• 
qx=o, rend P— A'S=o, on voit que P—A'S eft 

cxa&ement divifible par p-\-qx. Je fais =T» 

i étant une fonâion rationnelle entière , & il vient R =s 

_T—S[&-1rC.ip-*-q x)-* - + H'.(p-hqx)r-*] 

(p-hqx)*-i * 

Par un raifonnement femblable à celui que nous 
venons de faire, on trouvera que T — B'S doit être 
égal à zéro dans l'hypothcfe de /?+ qx = o , d'où 

l'on tire que W eft égal à ce que devient —, lorf- 

o 

qu'on fait x = — Donc T—B'S eft exactement 
divifible par p^qx; foit ■ ^ y 1 = u > on a 

R _ U—S[C'-*~ +tt-ip + qx)»->] & a 

{?+qx)~j* 

«gai à ce que devient — , lorfqu'on fait .r =3 

Kij 
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J Veut-on encore le coefficient qui fuît ? Oni 
{/— C S 

f era = F, & on aura ce coefficient 

p + qx 

y 

égal à ce que devient — , lorfqu'on fait x = 

. — — ; & ainfî des autres. Il n'eft pas, je crois, né- 

cefTaire de faire remarquer que S ne doit pas ren- 
fermer le fadeur p-t-qx. 

Pour déterminer, dans l'exemple, les coefficiens 
A' & B', je ferai Q = (i— xyS> d'où S = 

arCH-tf') & — = — ,lorfqu on 

fait at = i , cette expreflion devient —y , c'eft fa 
valeur de A 1 . Mais P — i4'S= I — 3* -4- 3 x a -H 
4* 5 — y* 4 ; donc T=i — 2^ + ^-1-;^, & 

— = ■ ; je fais x = i, & il me 

vient | pour la valeur de B'. 

Nous avons vu que P — S [A'-t- B'. -4- . . .1 

(/?-+- l ) doit être exactement divifible par 
(p-hqx) . Or comme p-+-qx n'eft point un des fadeurs 

P 

de S, néceflairement -r A ! — B f .(p+qx) — .... 

— H f - (p-\-qx)'- x fera exa&ement divifible par 
(p-+-qx)t\ Donc cette même quantité, & fes diffé- 
rentielles fucceflives, jufqu'à celle de l'ordre /t* — 1 
inclufivement , feront nulles dans Thypothèfe de 

p 

p-\-qx — o. Je nomme K ce que devient — , 

lorfqu'on fait x — ; K' ce que devient 

9 
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tt^Ct) - K// ce i u «. devient -j- di G) ,&c » 

dans la même hypothèfe. On aura cet:e fuite d'équa- 
tions K — A'~o> K'— ?B'=o, K" — 2t/ ? C / =o, 
K'" — 2.3q*D' = o, &x; d'où l'on tire ^=K, 

Dans l'exemple ~ = f ±2f^±lfl , & 
f— — Si de plus . JL- J (-£-) = ;...] 

— H-j **-f-4* i — — — ix<* 

; fanant donc 

*=i, il vient K'=— 9 8cB'={. 

Il eft queftion maintenant de déterminer les coeffi- 
ciens du numérateur de la fraction trinôme •] 



*^ r * . Je fais Q=(r* + 2 rtx 



r % -HirrxcoÊC-f-f 2 x* 

P E-f-F* 
cof. C-4-**#*)S a & — = - 

R -. On a auflî — = 



S* Q (r»-t-irr;ccof.C-f-r a ;c*)S ' 

donc R= . Nous dirons comme 

r*-+-*rrxcof.C-+-r 2 x 2 

cî-deflus que R étant une fonction rationnelle entière, 
il faut que P — S(E-+-Fx) foit exactement divifible 
par r*-f-2rr a* cof. C-{~t*x 2 ; & que par conféquent 
chacune des valeurs de x , tirées de l'équation 
r * + 2rtx cof. £-4- t*x l =0 , doit rendre nulle la 
fondion P — S(E-i-Fx). Ces valeurs de x fonc 

Kiij 
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x = (cof. C ± \/ — i fin. S ) ; mais , comme 
nous l'avons déjà remarqué , (cof. £ ±\/ — i fin. C ) m =s 
cof. mC±:]/ — I fin.mC,donc jc 1 = -^-(cof.2C± 

Y— i fin. a€ J, — — (cof. ^C±Y—i 

fin. 3 £), &c. Je nomme n+rr]/ — i cVïnt*-]/' — i, 
ce que deviennent les fondions P & S par ces fubfti- 
tutions ( M. d'Alembert a démontré le premier qu'une 
quantité compofée de tant d'imaginaires qu'on voudra, 
peut toujours fe ramener à la forme A-\-B]/~ — I, 
A & B étant des quantités réelles), on aura les deux 
équations , 

ll-i } /—i={'Z-*\/—\).{E lF(cof.C- v / — irm.C)], y 

d'où l'on tire , en les ajoutant enfemble , & ôtant 
enfuite la féconde de la première, 

•n = l£ — sFcof. C-h— ^Ffin. £, 

t t 

*- = <r£ —rFcoLC —2 F fin. t 

t r 

Enfin , par l'élimination on trouve 

nr-f-** cof C — tX 
£ = -— \ — - — y . — , F = . . . . 

t.(n^ — tS) 



f fin. e^T*-*-*- 1 ) 

Servons-nous de ces formules pour déterminer E 
F dans l'exemple oùP — i-4-2*-+-j .*H-4* 5 ,S= 
* — — # 5 ~i-# 4 » On a r'^arf x cof. .r 1 ™ 
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I — 2xco(. — + #\ d'où r — — i, î— i & 

3 

t — — . D'ailleurs cof. C=~, cof. 26 = — 2, 
î 

cof. 3^ = — i, cof. 46 = — , & fin. C=* 

fin. 2C== fin. ?C = o, fin. 4^ = 

* z 

— l/î ; donc x=i± **=""' ■ 



z z z w . 

Subftituant ces valeurs dans P & S , on trouve 

par conféquent £ = — , F= |. 

Puifque S = & q Ue l a 

fuppofition de i^-t-arrxcof.C-W^ssO rend nuls 
le numérateur & le dénominateur de cette fra&ion; 
il eft clair qu'on trouvera S dans cette hypothèfe, 

en mettant p(„cof. ?>±]/ — 1 fin. (?) pour x 

dans la formule — . Je nomme 

z (rr coi. C-w a jc; dx 
K±K')/ — ce que devient -j^- par cette fub- 

ftitution , alors S fera égal à « ~ , ^ / 0 » 

Mais nous avons trouvé pour S dans la même hy- 
pothèfe 2 + <r j/ — 1 ; on aura donc lJs deux équa- 
tions , 

Kiv 
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— 2 r t Y— i fin.C( 2-f- <r j/— i )= tf-f-K'j/— i J 
ar/ j/_,fi n .CC2_ < rl/— K'j/— i; 

d'où l'on tire aifément x = , a- =..."* 

^ trt fin. C 

r „ 5 & mettant ces valeurs dans ce que nous 
avons trouvé pour E & F, il vient 

£ irtfin.C.(KT— yn) + 1 rr cof. II -f-K'*) 



Lorfque c'eft la fra&ion 



#(i — je) 1 (î-f-xî ) 



qui eit propolee , on a — — = i — 4^+ 3 ^ + 

— 10 x*-{-6 x s . En faifant les fubftitutions né- 
ceflaires» on trouve K =± f K' $ ; & pour 
E & F les mêmes valeurs que ci-deflus. 

De cette manière il n'eft pas néceflfaire de con- 
noître S , ce qui ne peut fe faire fouvent que par 
une opération longue & pénible. Par exemple, il fera 
bien plus court de fe fervir de ces dernières formules 
pour trouver les fra&ions partielles trinômes de la 

x™ 

fradion rationnelle ■ . On a P=x m > 

Q — a \v n ±x ,+n , -^— n a>x n - l 3t(x~{-n).x>'* n -i. 

E+Fx 

Soit : une de ces fraétions tri- 

/- tc 

a* — 1 ax col. h** 

A 

1 c 

nomes ; 1 équation a 1 — 3 a or cof.- — \-x*=o> donne 

A 
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x=a (coC ±1/— i fin. ; faifant donc les 
fubfticutions convenables, îl vient u=a m cof. 
wm.^&u^L ê K=a— « f* cof. ln ~ lU 

a Va 
(A+n).cof. (A ^ ,l ~ ,)Jc ) ,K'=**- i[nCn. 

(rt— Q.ZC (A+fl- i).jc \ 0 

~ ± + . fin. — J, &c 

On propofe de réfoudre en fraâions fimples la 
fraâion rationnelle ' ?On a 772=0,11=0, 
a=4, n=i, 7r=o. Les fadeurs de a 4 +.r 4 font 
* 7 —2axco(.—-t-x z = a*~ax\/2-i-x*, & 

a*—2ax cof.— +*'=a'-f-**]/2-4-.r 5 ;donc 
lorfque i = i , K = 4** cof. = — 2 a 5 I/2 > 



4 u 1 
> lorfc 3 ue ' = 3* * = 4** cof. ~ = 



**V*iK'*mtétm.-Z— =2(1*1/2, E 

F= — — . Ainfî - 



Ta* » 



Il nous refteà déterminer les coefficiensF', F 7 ,&c. 
Faifons Q = (i 2 4- 2 JU*.cof. *-t-K , x 2 )'S, & 



I 
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P E' + Fx 

Q ( J 2 JUX col. *-hU*X~')' 

G'-hH'x 



( x x -+- % sux cof. V-f-U 1 x l 1 

M' + N'x R . - . P 

H- — . A caute de 



cof. V-+-U»JC a iS Q 

p 

, on a R = 



•••••• 



* ( J» H- Utt.v cof. w h- u*x 3 ) 5 

P — S[E'-HF'AH-(G'-+-/f*) . (j co£ v -m*jc»H-)...] 

- 1 — ■ — . ■ • " 'i 

( S 2 -f- 15 U X Cof. 

De l'équation u 7 x 2 -i-2s u x cof. *-f.j*=o, on tire 

* =as ( cof. * ± j/ — i fin. a ) ; nommons 

n dt 7r ]/ r — * & ^±*\/ — 1 » ce fl ue deviennent 
les fonctions P & S par cette fubftitution, on aura 
pour déterminer £' & F' les deux équations , 

tt + xv'— l==(S-*-er y/— l).(E' F (cof. V -f- V * 

u 

n— — » = ( s — C V — O . (F' î-F (cof.v—v/ — i fin. v). 

u 

Faifons =T, il viendra H =» 

T — S[G'-f-H'x-K . - .-KM' -4-t«xcoC*-4»« a g»)»-*] 

( j* sux col. w-f-u** 2 )'- £ 

donc fi nous nommons t±1I/* — I , ce que de-» 
vient T par la fubltitution précédente , nous aurons, 
pour déterminer G f & H', les deux équations, 

T +1\/— is=(2H-«r\/— i).[G' -H'(cof.v-4V— ifin. v), 

u 

V— i = é2-r^— O.CG'— — (cof.v—y'-- 1 fin. *); 

u 

& ainfi des autres. 
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s 

Je remarque que 5 ne doit pas renfermer le fac- 
teur s*~t-2sux cof «H-h 1 * 2 , & que par conféquent 

P ~E'—F / x—(G'+H'x)(s'-)-2suxco(. tt-t-w 2 *») 



— — (M'-\-N'x)(s*+2sux coCa-H*»**)-» 

doit être exactement dtvifible par (j 2 -+-2 iw.rcof.y-f- 
u 1 * 1 )'. Donc cette même quantité, & fes différentielles 
fucceflives , jufqu'à celles de l'ordre v — i inclufive- 
ment, feront nulles dans fhypothèfe de s*-ï-2sux 
cof. »-f-u 2 j: J =o. Je nomme K±K f \/ — i, ce 

P — s 

que devient — , lorfqu'on fait x= — — • ( cof. * ± 

]/— i fin. h)i K" + K'"\/—i ce que devient 
~ — à ) > &c , dans la même hypothèfe. On aura 
pour déterminer E l ', F\ &c, cette fuite d'équations , 

K± KY— i — H ; + — ( cof. «±l/— i fin. *) =o . 
K" ± K "' Y— i — F' ± 2 s u Y — i fin. * [ G! — 

—.(cof. « -f- 1/ — i fin. *)] = o, 

&c. 

Je prendrai pour exemple la fradion rationnelle 

. - . Les facteurs de a 4 -h* 4 font a 1 -+• 

flx/2+A ; & a x —axy2-\-x\ Or, 1°. foit 
S== ( & 1 -f- 4 * |/~2 x 1 )' ; à caufe de 



P 



de — — (— =»••••• 



— ' — , on a , en faifant x = 
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& K" ± K»> ]/— i = " — ^~ ' _j 

i 3»/ — i 

1^77 ± 17wT » & par confé l uent K = o . 

IPsss-ILL, K" = î ,K"'= — 1— On 

8a* 8a* y/x * ~ Sa! y/* ' UB 

a donc les quatre équations 



— V— i 


— 


a F' aFV— « 








V'— i 


—F 


aP nPy/ i 


8 a* 






? + 


i 




ta V» 


8aV* 



= 0, 



Les deux premières donnent E' = , F 7 =s 

■ g / î on tire des deux autres G' = — - — : 

H = 8aV* ' 2 °' S=(aa ~**V ^H-x*) a ; mettant 
— (* hFJ/ — i ) pour x dans — = • 



^ ax l^ x ^ > * dans -j-i (±)=. . , 

— ay/i-j-xy) „ - 

(.■-^^l. ' ° n trouve K±K' V— i = 

■ ^r f - > k"±k'"i/-i=.. j 
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donc X=o > K / =-i-,K // = — , K"' = 

8<z* 8a*y_ 

' 2 a s y/ ' ^ n fobftituant, il vient quatre équations; 

-_-_-_. £/,,, « p «rv— i __ Q 

■i aF ûFV— i 

'£ H ; 1 ; = 0 , 



8a* y/i y/% 



Ces équations donnent E 1 — — ^— ,F= : 

G' = — ~r— , H'= * — . On trouve donc que 

Sa 6 8a 7 \/z * 

la fraâion rationnelle — = vq 

fl ~ »✓» r . 

8 a* (a* — ax|/ z-+-** )* 

1 — — - — . _ _ 1 - ________________________ _ 1 < 

i6a7(a x — -jc^z-f.**) 8a* (a* -+-a*v/ 



itf <z? ( fl » -Haxv/i-4-JC 2 ) 
Ce petit nombre de Problêmes fuffit pour faire 
voir qu'on peut fe fervir avantageufement du Calcul 
différentiel pour {împlifier les calculs algébriques. 
La méthode du Chapitre II n'étant autr$ chofe 
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que le Calcul différentiel , on a vu qu'il pouvoît être 
d'un très- grand ufâge dans la Géométrie , ce que nous 
nouspropofons de confirmer encore par les Problêmes 
qui vont fuivre. 

41. Lorqu'une courbe eft toute dans un même 
plan, comme nous l'avons fuppofé dans le Chapitre 
cité , il ne faut , pour en déterminer la nature , que 
deux coordonnées ; il n'en eft pas de même des 
courbes décrites fur des furfaces courbes , & que 
M. Ciairaut a nommées courbes à double courbure. 
Soit Z (Fig. 16), un point quelconque d'une courbe 
à double courbure ; de ce point Z j'abaiffe une per- 
pendiculaire Z M fur un plan fixe , que je fuppofe 
être celui de la planche , & dans lequel j'imagine 
un axe A P donné de pofition ; je tire enfuite MP 
perpendiculaire à cet axe. La nature de la courbe 
à double courbure fera définie par la relation entre 
les trois coordonnées AP (x) , PM(y), MZ 
En abai liant fur le plan CAP , qui eft celui de la 
planche, d'autres perpendiculaires comme ZAf, je 
tracerai la courbe P M qui fera la projeftion de la 
courbe à double courbure. Or il eft clair que fi par 
les points Z & M, on mené des tangentes aux deux 
courbes , ces tangentes doivent fe rencontrer en un 
point T; & que, nommant DM, s, on doit avoir 

d%: ds :: % : MT=—^-. Quant à la fous-normale 

M K , il eft vifible que le triangle TZ K re&angle en Z 

donne TM:MZ::MZ:ZK= -^i-, &c. J'élève per- 

ds r 

pendicuîairement au plan CAP M, un autre plan CAB; 
j'abaifledes perpendiculaires telles que ZN qui traceront 
fur ce plan une projection EN de la courbe à double 
courbure j'abaiffe aufli du point N une perpendiculaire 
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NQ fur AC; NQ eft égal à ZAf, & AQ à PJ£ Si de 
quelque manière que ce foit on parvenoit à connoître la 
nature des deux courbes de projection DM 8c EN, on 
auroit deux équations, la première entre y & x , & l'au- 
tre encre y & ? ; avec ces deux équations on trouveroit 
les valeurs ity & % en x, & les valeurs de MT,MK, 
&c, en fondions de la même variable. Soit la courbe 
DM une parabole qui a pour équation y 2 =ax, 
& la courbe EN un arc de cercle qui a pour équa- 
tion y 1 1 1 = a\ On tire de la première à y = 

dxy/a dx\/(4x-ha) . , 

. , a j = ; ; & de 1 autre tfr = 

i\/x z\/x 

, qou rf^ = — - . Donc 



|/(a a — y z ) 1 i|/(« a — «*) 

MT=— a -^]/(ix+a)>MK= ~ a ** &c. 

Mais il vaut beaucoup mieux confidérer avec 
M. Euler les furfaces courbes elles-mêmes ; c'eft ce 
que nous nous propofons de faire le plus clairement 
qu'il nous fera poflible , fans cependant entrer dans 
des détails , qui pourroient être très-intére(Tans , mais 
que la nature de cet Ouvrage ne comporte pas. 

4a. Il faut d'abord remarquer que Z (Fig. 17) 
étant un point d'une furface courbe, on peut fup- 
pofer que l'ordonnée \ eft fonction de y & x, quel 
que foit d'ailleurs le rapport entre ces variables ; 
ce que nous exprimerons ainfi, d^ = m dy-±-ndx. 
Cela pofé, fi on coupe la furface courbe par un 
plan , il en réfultera une feftion qui aura une cer- 
taine courbure; on demande de déterminer cette cour- 
bure pour une fe&ion quelconque? Je fuppofe qu'elle 
pa^e par le point Z, & que BE foit la commune 
fec~Hon du plan fécant & du plan GÀC. Du point 
M , j'abaifle MN perpendiculaire fur BE, & je tire 



I 
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Les triangles redangles BPO, MNO donnent 
I : tang. C : :x—a :PO=, (x—a) tang.C, donc M 0= 
y—(x — a) tang. C ; cof. €:x — a::i :BO = 

~£--> i-.MO::coCC:MN[==yco(.C — (x—a) 

fin. C] ::fin.£: OiST=y fin. C — (x — a ) fin. C tang. f , 
donc B N=y fin. C-hO— a ) . cof. C. A caufe du 
triangle redangJe ZMN> on a cof. v: MN::i : 

•7 *r J'Cof.C — (je — û)(ïn.C 

ZiV = ^ , i : tang. « :: MTV: 

=[y cof. C — r>— a)fm.G] tang. *. Nous avons 
fait df=mdy-+-ndxi donc m dy n dx = 

(dy cof. C — fin. Q) tang. & = 

dx 

(în. C caog. v -f- n 

cof. C tang. v — m* « 

Si nous nommons * & u les coordonnées BiV & 
W Z de la fedion , & ? fon rayon de courbure ; 

nous aurons ? = V / . en fuppo- 

-'(■£) 

' fant la concavité tournée vers BE. Mais r==y 
fin. C-Kx-O . cof. C, «= J,coCe - (3f - a;<in - C , 

cof. V 

d ts =dy fin. C-M* cof. C, du= . 

cof. v 

donc 
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donc ~« _ ;& , met . 



t — *-cof. C— fin.C 
I J 

cof. v fin. C -h cof. 

ày r , du 
tant pour — ■ - la valeur , — - 
ri* dt 



df—\ 

h cof. C -+- m fin. C \ dt J 

Donc 



fin. v-Hcof. v.(/ifin.C — mcof.C)* <J: 
(in. v ( <f m fin. C-hdncoC. C) -f-ccff. v (nrfm — mrf/i) 
</r [fin, v-f- coC fin. C — m cof. C )] » 

Je fuppofe dm—pdy^qdx & dn = qdy -f* 
rdjc; on doit fe rappeller que mdy + ndx étant 
une différentielle exacte, le coefficient de dx dans 
la différentielle de m eft égal au coefficient de 

ày dans la différentielle de n. On aura —r-- = 

dt 

v 



dx 



df 

— fin.C-^cof.C 



f ( fin. C rang, v -+-/z) + f( cof. Ctang. v — m) J/i 
tang. v -h «fin. C — m cof. C * dt 

f(fin.Ctang.v-hn)-+-r(cof .Ctang.v -m) K dt J 
tang. v-f. n fin. C — » cof. C ' dt 

£fio- • fin. C + tt cof. «][ (fin. C rang. » + n ) .p-f(cof.C«ang. m).ç3^ 
[fin. «cof. C— m cof. h] [( fin.C tang.vfft ) .ç-t» (cof. C tang. »»-i7t). r] 

cof. »» (tang. «-t-nlin. C-mcof. 5;* * 

t 

Donc == -Çc»f»» 1 '(Mng.»'»nfin.C-mc of. C)*-4-( ncof. CJ+pi fin. € )» J» « ç^f. f 

[ fin. « fin. O n cof. •] tXfin. C rang. « i-n ) ,p + (cof. C tang. i-mj.f]* ' 
- , • coX C-mcof. . 3 ^ fin. C ung. . ♦ n) .q * ( cof, C tang. v r m) , r J 

L 
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c'eft le rayon de courbure pour une feôion quel- 
conque. 

J'imagine que la furface eft coupée par deux plans 
perpendiculaires (Fig. 18) au plan GAC, & qui 
panent par le point Z ; que la commune fe&ion MO 
de l'un des plans avec le plan GAC eft parallèle 
à A P , & que la commune feâion de l'autre pian 
avec le plan G AC eft la ligne MP. Ces deux fec- 
îions MZO y MZTfont très-remarquables. Si on fait 
varier MZ fans que cette ordonnée ceffè d'être 
dans le plan de la feftion Z MO ; comme 0 M eft 
parallèle à A P , y ne variera pas , & la différentielle 
ils qui eft fonâion dey & de x , ne fera prife 
de cette manière que par rapport à x feul ; c eft-à- 
dire que la différentielle de f, confidéré comme or- 
donnée de la fe&ion ZMO, eft égale à ndx. Mais 
fi on fait varier ^ fans qu'il celle d'être dans le plan 
de la fecfcion ZMT ; alors x ne variera point , & la 
différentielle ne fera prife de cette manière que par 
rapport à y feul ; c'eft-à-dire que la différentielle de 
\ , confidéré comme ordonnée de la fe&ion Z MT,, 
eft égale à mdy. Je mené aux courbures des deux 
fedionsZMO, ZMT les normales ZK, ZS; & 
il fuit de ce qui précède, que la fous - normale 

MK ^=-~p^ eft égale à n%; que la fous- nor- 
male M S ^jj-) eft égale à — m 7 , je prens le 

figne —, parce quel&jy font pôfitifs de P Vers M, 
& que cette fbus-normalë eu fuppofée- aller de M 
vers P. Dans le plan GAC t je tire les droites 
& SV parallèles aux droites MK & M S ; fi par le 
point V où ces deux droires le rencontrent V on tire 

ZV, cette droite fera normale aux courbures des 

». 
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deux ferions, & par conféquent normale à la fur- 
face propofe'e. Je joins les points M & V par la 
droite MV \ & à caufe du triangle MKFreclangle en 
K, j'ai Wsjj/f/n'+n 1 ); le triangle Z MV 
reftangle en M donne 2V—-{ ]/ ( I H- m* H-n' ). 

Dans tous ces calculs, nous n'avons pas fuppofé 
que les ^ & les x euflent entr'eux aucune relation; 
c'eft-à-dire que nous n'avons pas fuppofé que les 
courbes qui terminent les y dans le plan GAC fufient 
a/Tujetties à la loi de continuité * on peut concevoir 
qu'elles ont été tracées librement, & fans aucune ré- 
gularité. Mais il n'eft pas encore tems de nous oc- 
cuper de ces fonctions que les Géomètres ont nom- 
mées irrégulieres & difcontinues ; que M. Euler a 
le premier introduites dans rAjialyfe , & fans lef- 
quelles on n'auroit pas pu réfoudre un très-grand 
nombre de queftions importantes. 

Toutes les fedions perpendiculaires à la furface 
au point Z, auront pour normale la droite ZV. Si 
la fedion , dont nous avons trouvé plus haut le rayon 
de courbure , eft une des feftions perpendiculaires 
à la furface au point Z ; la commune fe£tion B E 
de fon plan avec le plan GAC paflera par lé point 
V* & tirant Su & S s perpendiculaires à M N & à 
BK; on aura les triangles rectangles SsV, Su M qui 
donneront 1 : SV(=MK=n^ )::fin.C: Ss=Nu=: 
n?fîn.£, i:AfS(= — m ? ) :: Cof. C : M u = — 
m s cof. C. Donc MN=ni fin. C — m\ cof. C, & 

tang. -i--^ = i:(n fin. £ — mcof.C); donc 

fin. *= i : ]/[ i-f-(n fin.C — m cof. S) 1 ], cof. **=s 
(nfin. b—m cof [ i -4-(nïîn.C — m cof. £) ]. 

En fubflituant ces valeurs dans l'expreflion du rayon 
de courbure çi-de(Tus mentionnée , on aura 

Lij 
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-[ i +(nCm. C-mcof.C) 1 ] ( n-m'- f n* ) T , 

[( i-t-n' ) fin. C— mn cof. C] ( [( i -»-n ' ) fin. C -mn co f.t ] . p+ [( i -«-m 1 ) cof. C— mn fin.: ) . q) 9 
[li+m I ).cof.C-i7ïnfin.C]i[(i^n l ).fin.C-macof.fJ.ç-t-C(i-»-m , )cof.C~mn fin. : ] r) 

c'eft le rayon de courbure de toute fe&ion perpen- 
diculaire à la furface au poinc Z. 

Pour trouver le rayon de courbure de la feftion 
MVZ y on fuppofera que B E parte par le point M , 
ou que MN=o. Mais MN=n i^inX — m^cofÊ, 

donc \ = — ; d'où Ton tire fin. C = .. 

col. C n 

m - ^ n 



, c of£. t= : . En fubfli- 

tuant ces valeurs dans la formule précédente, il vient 

m == _— # 

m z p-i-imnq-hn l r 
Si on fait JVK=o, ce qui donne 3f F perpen- 
diculaire à la commune fedion BE; on aura la fec- 
tion perpendiculaire à la furface au point Z , qui 
fait avec la feâion MVZ un angle droit. Il faut cher- 
cher Pexpreflion de NV. Les triangles re&angles SsV t 
Su M donnent SV = n i cof. C,Su = — m ^ fin. C; 
& par conféquent NV—ni cof. £-4- fin. On 
tire de l'équation n cof. £-4- m fin. C = o , fin. £= 

.— — -, cof. C = — r~— ; & fubfti- 

tuant ces valeurs dans la même formule générale, 
on trouvera pour le rayon de courbure de la pré- 

fente feâion t = -C'--VO-m.'-«-) . 

43. Nous regarderons la feâion ZMV comme la 
principale de toutes les fe&ions perpendiculaires à 
la furface au point Z -, & nous demanderons de déz 
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terminer le rayon de courbure d'une des autres , en 
fuppofant connu l'angle qu'elle fait avec celle-là. Sur 
le plan ZMV (Fig. 19) j'élève une perpendiculaire 
MO 9 & du point M j'abaiflè fur ZV une perpen- 
diculaire ML; je tire OL qui fera aufli perpendi- 
culaire fur ZKi & l'angle MLO, que je nomme 
eft celui que le plan BVZ de la fecïion, dont 
nous cherchons le rayon de courbure , fait avec le 
plan de la fe&ion principale. Je fais pour abréger 
J / /(772 2 H-n*)=r, l/(i-b-m*-hn 3 )=u 9 cela pofé, 
les triangles reâangles ZMV 9 MLV donnent 

fa.MVZ—— , & ML^~. Ainfi dans le 

U s u 

triangle reftangle LMO, on a MO=-î- tang. ft. 
d'où VO= — — ]/ (u* tang. ). Les triangles 
rectangles VSM, VMO donnent fin. SVM=-^L . 
coCSFAf=^fin.Orjtf ""S" ' • 



cof. OVM= - ; " r .MaisOFS(— O 

= 0 FM-SKAf 8 donc fin. C= ""^ " * . 
col. C=; — - — . 11 faut fubltituer ces 

ty(u* H- tang. /** ) 

valeurs dans la formule donnée plus haut pour trou- 
ver le rayon de courbure de toute feclion perpen- 
diculaire à la» furface , & il vient pour le rayon de 
courbure de celle de ces feôions qui fait avec la 
principal^ ur angle m» e = — r*u 5 ( I -4-tang.^'): 
[(m-f-tfif tang. H- 2 (m -f-nu tang. p)(n — 
mu tang./x) j + (n— mu tang. **) a r], ouç»— 

Liij 
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t l u> : [(m cof. fx-\-nu fin. fJ>) % p-\~ 2(tn cof. £6-4- 
rm fin. fjf) ( n cof p — nu fin. /*) ç-f- (n cof. ju— 
77i w fin. /x)* r]. Je transformerai cette formule en 
mettant pour fin. ft a , cof. f* x , fin, m • cof. /* leurs 

i — -'-cof î,t* i-+-cof. î/u. jftn. i /u % 

valeurs , , ; & apres 

avoir fait pour abréger 

jn 2 a a ) . r]: — 2f l tf 5 = P, 

[(m : — n'u') .p-h2mn . (i + w 5 ) . — 
Tn^^.r]: — 2£ t u , = Q, 

[m/2. (p_ r )-^(n l — m 1 ) .f] : — £*u s = R; 

j'aurai— = P-f-Q cof. 2/* -4- il fin. 2/^. 

Lâ forme que nous venons de donner au rayon 
de courbure , nous fera faire quelques réflexions qui 
pourront paroïtre intére (Tantes. Premièrement , foient 
i» S' > S" * es ra ) f ons de courbure de trois feftions 
perpendiculaires à la furfice qui font avec la prin- 
cipale les angles p , yJ , /u" ; on aura les trois équa- 
tions -^- = P + Q cof. 2/x-t-R fin. 2 u, — =1M- 

Q cof. 2 ,«/ 4- K fin. 2 p! , =5= P -4- Q cof. 2 -t~ 

fi fin. 2^" au moyen defquelles on pourra toujours 
çonnoître P. Q & fi; & fi on demandoit enfuite 
le rayon de courbure d'une autre fetfion perpendi- 
culaire à la furface qui fit avec la principale un 
angle 2 , on le trouveroit en mettant pour P , Q & 

R leurs valeurs dans la formule ~=P-+-Q^pf. 2 2+ 

R fin, 2ï. D'où Ton peut conclure qu'étant donne, 
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les rayons de courbure de trois des feétions perpen- 
diculaires à un point de la furface, on pourra toujours 
trouver les rayons de courbure de toutes les autres. 
Secondement , il eft clair que le plus grand & le moin- 
dre de ces rayons de courbure fe trouvent en éga- 
lant à zéro la différentielle de P Q cof. 2 p -f- 
R fin. 2 fx prife en faifant varier l'angle /x ; d'où l'on 
tire l'équation — Qfin.2/>t-r-i?cof.2/x=o ; & en- 

fuite tang. 2^ = — . La tangente d'un angle eft en- 
core celle de cet angle augmenté de la demi-circon- 
férence; fi donc nous nommons g l'angle qui a pour 

tangente — , l'équation du maximum ou du mini" 

a a 

mum donnera ^ = — , & /*= r-90°.D oùron 

voit que les deux fections dont l'une a la plus grande 
& l'autre la plus petite courbure font néceflairement 
perpendiculaires entr'elles. Troifiémement, filerayort 

de courbure ■ de la fedion que nous avons 

nommée la principale eft un plus grand ou un moindre, 

le rayon de courbure de la fedion qui lui eft inclinée 

1 

de l'angle ^, aura pour expreflion 



autrement le rayon de courbure — — — de la fec- 

tion qui fait avec elle un angle de po° ne feroit 
point un moindre ou un plus grand. 

Nommons / & g les rayons de courbure de la 
fection principale & de celle qui lui eft perpendicu- 
laire ; on aura les deux équations -i- = P-4«Q & 

L iv 
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-L=p_Q, tfoù l'on tire P=l±L,Q==i^ ; 

& lorfque / & g font l'un un plus grand , l'autre un 
moindre , pour le rayon de courbure de toute fe&ion 
perpendiculaire à la furface inclinée à la principale 

de l'angle /x , 7 * g , formule qu'il 

nous fera bien aifé de conftruire. Car ayant pris fur 
une droite AB=f-\-g (Fig. 20), une partie 
BF—f, fi fur l'axe AB on décrit une ellipfe A MB 
qui ait un de fes foyers en F, & le point C pour 
centre , & que l'on tire FM qui fafle avec AB l'angle 
BFM — 2[x\ on aura en prenant BD = FM> 
CB:CF::CP:CD; & parce que CP = CF+> 

f-4-g g — / g — / 

FM cof. 2 , on aura : ■ ■ :: h 

111 

FM cof. 2 fM : -£±£ FM> d'où l'on tire FM= 

*fg 



f+g— if— g) cof.»* * 

44. Aux courbures des deux fedions MZ 0 & 
MZF (Fig. 19), je mené les tangentes Zr & Z0; 
& il eft clair que le plan rZ0 doit toucher la ftir- 
face au point Z. Les tangentes Zt & Zfl font avec 
la ligne Ses x & celle des^ des angles MtZ^MIZ 

qui (n°. 17) ont pour tangentes, l'un = n , 

l'autre — = rrt. Ces deux angles font nuls , lorfque 

le plan tZQ eft parallèle au plan GAC; ainfi pour 
déterminer le point où le plan qui touche la furface 
eft parallèle au plan GAC, on a les deux équations 
n o & m == o. Toutes les fois que la fonction f 
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eft un plus grand ou un moindre , ces deux équa- 
tions ont lieu; mais il ne s'enfuit pas de ce que ces 
deux équations ont lieu, que la fonôion foit un plus 
grand ou un moindre , comme il nous fera facile de 
le démontrer, après avoir mis le Théorème du n°. 18, 
fous une forme plus générale. 

Soit z une fondion d'un nombre quelconque de 

« ** 

variables^, x> &c; & défignons par \ , f , j , &c, 
les différentielles fucceffives de f , prifes en ne faifant 
pas varier dy , dx 9 &c, & dans lefquelles on auroit 
fubftitué pour iy t dx , &c, & leurs puiffances , les 
différence* &y,ùx, &c, & leurs puiffances : on 
aura , en nommant Z ce qu& devient la fondion z lorf- 
qu'au lieu de y , x , &c , on met y ± Ajy , x ± A x , &c , 

Z = z ± z — — ± — h — - &c. 

i.i i.z.3 n.3.4 

Mais pour abréger, ne fuppofons j fondion que de 
deux variables feulement , & fervons-nous du figne 
de M. Fontaine ( n°. 31), pour dcGgner les diffé- 
rences partielles de cette fonction , nous aurons • 

dr d\ 

d-z d x z d x z 

A/ -H 3 — a v 1 A x -+- 3 



1 rfjrl J * iyim * dyàx* 
*yA.r'+ — i. A*', 



«• 



d*z J à*l 

Z = A y 4 H- 4— -1— A y Ax + fi-i — r~ 

&c. 
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Pour faire ufage de ce Théorêm* , fuppofons que 
les équations m = o, n=0 donnent y—f & x=g t 
qu'en fubftituant ces valeurs la fondion i de- 

d*z d % 7' d % 7 

vienne=F > &- r i-==/4,— i-=B, 7-7- = C. 

dj* dydx dx* 

4^7" =aA> ' i^h ==sB ' , &c * En fu PP° fant ^ Ue 

• •• 

FH ± ! =fc&c ' 

it» 1.1.3 1.1.3.4 

foit ce que devient F, lorfque/ & g deviennent l'un 
/±: ? » l'autre g ± r ; on aura 

F=A'q i + 3 B'î'r-t- 3 Cq r'+D'r', 

• • ! ! 

&c. Je mettrai les fondions F, F, &c, fous la forme 
gue voici * 

,_^ t+ 4)- + ,(c- .*) . 

«fOc ? gr-;. 

&c , qui fera beaucoup plus commode relativement 
à Tufage que nous en allons faire ; nous fuppoferons 
aufli que q & r font des quantités très-petites. 

Cela pofé , fi nous confidérons d'abord chacune des 
fedions ZMO % ZMT\ à caufe du figne ± dont les 
différences-partielles impaires font affedées dans les for- 
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d? Ax % d 2 ? 

mules ~- ± &c , & i± 

dx i.x dx x 

d? A y * d* z 

Ay— : ! 7-^- zh &c , dont l'une eft ce que 

* dy 1.1 dy % 

devient \ lorfque x devient x ± A x , & l'autre ce 
que devient la même fondion fcrfqire y devient 
y± A y » nous conclurons du n°. ip, que pour que 
l loit un plus grand ou un moindre, relativement 
à chacune de ces fedions , il faut que la dernière 
différence - partielle , que fait difparoître la fuppofi- 
tion de n — o 9 ou de m=o, foit impaire ; & que 
7 eft un plus grand ou un moindre, félon que la 
différence - partielle paire qui fuit immédiatement 
devient pofitive ou négative. Mais fi \ eft la plus 
grande ordonnée de la furface courbe, cette ordon- 
née doit être un plus grand pour toutes les fedions 
qui partent par le point Z ; & au contraire fi cette 
ordonnée eft la plus petite, elle doit être un moin- 
dre pour les mêmes fedions. M. Euler fe contente 
d'examiner la fondion \ par rapport aux deux 
fedions Z M 0 > Z MT ; voici comme s'exprime 
ce grand Géomètre dans fon Calcul différentiel. Si 
les valeurs de y &'de x tirées des équations m=o, 

72 = 0 , ne rendent pas nulles , , il y 

aura certainement maximum ou minimum ; maximum 
fi A & C font des quantités négatives , minimum fi 
elles font polïtives. Que fi les mêmes fuppofitions 

d 2 7 d 2 ? A 
font difparoître — i- , , fans faire difparoître 

i*z d x 7 • . 

; il ne pourra y avoir ni maximum 



dyi dx* 

ni minimum* Que fi ces différences - partielles im- 
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paires difparoiffant , , ne difparoiflent pa»; 

il y aura maximum ou minimum , félon que A" & £" 
feront en mcme-tems négatives, ou en même-tems po- 
Ctives , &c. Mais cet examen ne fuffit pas , comme M. de 
la Grange Ta remarqué dans le premier volume des MéV 
moires de Turin. En effet, la fonction F ne pourra ctre 

un minimum que lorfque F= A 4- + 
r 2 fera une quantité pofitive ; or les 

quarrés ( f -4- • & r * étant néceflairement po- 

fitifs ; F ne le fera nécessairement auffi , que lorfque 

B 1 

A C & C le feront ; ou bien lorfque A & 

C étant pofitifs, on aura auffi AC>B\ La fonc- 

tion F ne pourra être un maximum que lorfque F 
fera une quantité négative ; & elle le fera néceffai- 

rement, fi A, C & C — le font ; ou bien fi A 

& C étant négatifs, on a AC>B\ Aux conditions 
requifes par M. Euler , i! faut ajouter , tant pour le 
maximum que pour le minimum , que A C doit être 
plus grand que B 2 ; d'où l'on tire que fi A ou C, ou 
tous deux font zéro, B ne l'étant point , il ne pourra 
y avoir ni maximum ni minimum. Les fubftitutions 
des valeurs de y & de x, tirées des équations m=o 9 
n=o, rendent nulles les différences partielles du 
fécond ordre, fans que celles du troifiéme le de- 
viennent ; il n'y a dans ce cas ni maximum ni mi- 

• •• 
***** _ • • m 

nimum. Mais F, Fêtant nulles, fi Feit une quan- 
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tîté pofitive , la fondion F eft un maximum , elle eft 

un minimum fi F eft une quantité négative. Or F 
fera néceflairement pofitive , fi A" , E" & 3 C" — 

— rr =- — le font ; elle fera néceflairement 

A' E" 

négative, fi les mêmes quantités font négatives, &c. 

Je fuppofe 1 fon&ion des trois variables y, x> u 9 

dt à? d? 

on fera -— =»o, -— = o , — - = o ; & avec 
dy dx du 

ces équations , on trouvera les valeurs de y , x , u 
qui, étant fubftituées dans la rendront un maxi- 
mum ou un minimum. Si ces fubftitutions ne rendent 

pas nulles les différences partielles , f 

ni • dydx 

i*i <f» 7 <f» t <f'ï , . 
ITT» 7^-. -zsr- & quau contraire 

elles foient changées par-là en^4, B,C,D, £,F: 
tout fe réduit à examiner fi A q*-+-2Bqr-\~Cr*-i~ 
2Dqs-+-2Ers-hFs* eft une quantité pofitive ou 
négative ; q, r, s font de très-petites quantités dont 
on fuppofe que les variables y , x>u peuvent au- 
gmenter ou diminuer , fans que ce que devient ç 
par-là , foit plus grand que cette fonction , fi elle eft 
un maximum, ou plus petit, fi elle eft un minimum. 
Je donne à la quantité qu'il s'agit d'examiner la for- 
me fuivante 



a (fi rs+ (f j*; & comme, 

B* BD D* 

en faifant C— ^t-=H. £ — — =1. F — --=K, 

A A A 

les trois derniers termes font Hr*-{«2lrs+Ks t =a 



Br 



1 
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H^r-f--^-) ^-^j a ; on pourra donner . 

à toute la quantité la forme que voici A (<?H- 

y)V/f(r + -~) * H- (K - il) i*. Main- 

tenant il eft clair que cette quantité fera nécefTaire- 

ment pofitivc, fi A, H de K — font pofitifs; 

& qu'elle fera négative , s'ils font négatifs. Dans 
le premier cas , il faut que , A étant polîtif , on ait 
AC>B* & (AC— B*)(AF— D*)>(AE — BD?; 
d'où il réfuite encore que C de F doivent être des 
quantités pofitives, & AF>D*. Dans le fécond cas, 
H faut que, A étant négatif, on ait AC>B l , 
(AC—B>)(AF—D*)>(AE — BD)*; & par 
conféquent C négatif, F négatif & AF>D\ Il fe- 
roit inutile de poufler plus loin ces calculs , & nous 
terminerons ici les applications du Calcul différentiel. 



CHAPITRE V. 



Du Calcul Intégral en général. 

A méthode inverfé du Calcul différentiel 
eft appellée le Calcul intégral. Pour défigner l'inté- 
grale d\ine différentielle prcfpofée , on eft convenu 
de mettre devant cette différentielle le fizne f : de ma- 
Jiiefeque fdZ délîgne TinrégraJe de dZ ;/(<x-f-;r)\ix, 
l'yuéjràie de (a4-jr)"4r j. f x m JxJ(a + xydx , 
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• * 

l'intégrale de x m dxj(a-+-x) a dx; & ainfî des autres. 
En faifant ufage de ce figne , les formules données 
précédemment , pour trouver la quadrature & la rec- 
tification des lignes courbes , la mefure des furfaces 
& des folidités des folides de révolution, &c, pour- 
ront être mifes fous la forme que voici : 
E=fydx-\-C; s=f\/ r (dx*>+-dy*)-\-Cî S = 

f*yds+C', Xzmf^jf*dx+ Ci &Cl 

C eft la confiante arbitraire qu'on doit ajouter en 
intégrant. 

Je fuppofe que de l'équation de la coarbe, on 
puiffe tirer la valeur de y en une fonction de a: & 
de confiantes , tous les rroblêmes précédens Te ré- 
duiront vifiblement à intégrer une différentielle de 
cette forme Xdx 9 par X j'entens une fonction de 
x & de confiantes : réciproquement , on pourra tou- 
jours faire dépendre l'intégrale d'une formule diffé- 
rentielle telle que Xdx , de la quadrature ou de la 
rectification de quelque courbe , & c'eft dans ee fens 
que nous dirons qu'un Problême eft ramené aux qua- 
dratures , lorfqu'il ne s'agira plus pour le réfoudre 
que d'intégrer une femblable différentielle. 

/L'intégrale de Xdx peut être algébrique, & peut 
ne renfermer d'autres quantités tranfcendantes que des 
logarithmes & des arcs de cercle ; je joins ici une 
Table des formules les plus fïmples de ce genre. 
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Différentielles. Intégrales compkttefi 

-+■ 1 



dx 



dx 



K(tf»-»-xM 
dx 

dx 

x^iai-x 1 ) 
dx 

^(«ï-x») 
dx 



c. 

log.(j4-x)4-C. 

-c. 



1. log. i^llîllli 
—-log. 



«»-*x* 
dx 

xKtx 1 -* 1 ) 
dx 



m log. * 



dx 



m log. * log. log. » 
(log.*)" 



A fin. — -f-c, ou — il cof. — 
« * 

— Wtang, — 4-c,ou — A col 

— ACêc* f-c, ou — AeoCè. 

* a a 

e*-*-c. 

Jog. log.x-*-c. 

log, log, log. x-f-c. 

&c. . 
(log.*)» + i 



Hf. 



« log. x 
&c. 
dx cof. * 
<f* fin. * 
dx 

cof. * % 
dx 

àn.x 1 
dx fin. x 

cof. X 1 
d x cof. x 

fia. x» 



(log. log.*)» 



n •♦• i 
(log. log. x)*-* - 1 

nti 



— cof. x+c 
tang.x-hc. 

— cor. *-f-c, 
féc.x-hc. 

— cofé. x+ç. 



a 
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Il y a des différentielles dont les intégrales, quoique 
réelles , peuvent fe préfenter fous une forme qui con- 
tient des Imaginaires ; telles font celles-ci , 

f-Jl— i=A fin . ; ^[«✓(-Oh-VO-*-)] 



En général les différentielles qu'on intégre par les 
arcs de cercle , peuvent aullï s'intégrer par les loga- 
rithmes, mais alors l'intégrale fe préfente fous une 
forme qui contient des imaginaires ; réciproquement 
Jes différentielles qu'on intégre par les logarithmes , 
peuvent aufiî s'intégrer par des arcs de cercle fous 
une forme qui contient des imaginaires: & pour pou- 
voir transformer commodément celles de ces quantités 
qui contiennent des imaginaires en d'autres qui foient 
réelles; nous déduirons de la première des deux for- 
mules précédentes ce qui fuit. Je nomme j l'arc dont x 
eftlefinus, &à caufe de — i)=log. [x\/( — 1) 

c zsK-i)—. 2 x\/(— Oe*K-«>=i ; on a 

fin. j= , col. j= ■ 

*✓(—«> * 

tang. s = — r_ l)(ci ^. I} ^ 0 î 

& fi l'arc s eft une quantité imaginaire t\/( — I ), 

2j/(— O fin. r ]/(— 1) —t— 1\ 2 cof. r 

= 1 ) tang. r ]/(— 1 ) = ] ~ ' : 

on a aufli e'*- l > = cof. s -f- j/( — 1 ) fia. j , 

M 



/ 
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Si la différentielle Xdx n'eft point intégrable al- 
gébriquement , ni par les Tables des finus & des lo- 
garithmes, il faudra avoir recours à la méthode des 
fériés. 

46. Nous avons vu que l'intégrale çomplette d'une 
différentielle du premier ordre , devoir né.eflairement 
renfermer une confiante arbitraire. Je pafTe aux diffé- 
rentielles des ordres fupérieurs , & je fuppofe d x 
confiant. En différentiant deux fois Z-\-a x b , où 
a & b font des quantités confiantes , on trouve d'abord 
dZ-{-adx 9 & enfuite d 1 Z. Donc l'intégrale com- 
plexe de l'ordre immédiatement inférieur , ou l'in- 
tégrale première çomplette, d'une différentielle du 
fécond ordre , doit renfermer une confiante arbitraire; 
l'intégrale féconde çomplette , qui eft ici la dernière, 
& que nous nommerons intégrale finie çomplette 
pour nous conformer à l'ufage, doit renfermer deux 
confiantes arbitraires, tellement difpofées entr'eîîes, 
qu'on ne puifTe les faire difpai oître que par deux diffé- 
rentiations. En différentiant trois fois Z-\~ax*-\- 
bx-^c, on i i°.dZ-\-2axdx-\-bdx , 2°.d 1 Z-\« 
aadx 2 , 3 0 . d y Z. D'où il fuit que l'intégrale première 
çomplette d'une différentielle du troifieme ordre , doit 
renfermer une confiante arbitraire; que l'intégrale 
féconde çomplette en doit renfermer deux , & l'in- 
tégrale finie çomplette trois. En général l'intégrale 
n çomplette d'une différentielle quelconque, doit ren- 
fermer n confiantes arbitraires, tellement drfpofées 
entr'elles , qu'on ne puifTe les faire difparoître que par 
un nombre n de différenriations. 

Cela pofé, on propofe de trouver les intégrales 
complexes fuccefîives de d"Z. On a pour la premier© 
d*'— 1 Z-*-adx n — (il eft clair que la confiante ar- 
bitraire adx n ~ l doit être du même ordre que 
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# — *Z); pour la féconde d n ~*Z-\-a xdx"—*-^ 

bdx*—*; pour la troifiéme d H — J Z-+- -^1 dx"— ■ 

++-bxdx*—> -hcd*"— 3 ; enfin pour l'intégrale finie 

- . g* 1 , /*» 

1.1.3 



«Mil 



iplette Z-t-i-t- h — h - . • 

* 1.1 l.x.î 



û x n ~~ 

^ f ou pi us Amplement Z-4-i-f* 

1.1.3.4 1 — 1 

x + ë ** "W "+* 5 1 » puxfquc 

les confiantes i, //, g « font arbitraires. 

Si on demandoit les intégrales fucceflîves de l'équa- 
tion d n Z = o, on les trouveroit en égalant à zéro 
chacune des intégrales précédentes. Mais ne perdons 
jamais de vue que les confiantes arbitraires doivent 
être ajoutées en intégrant; & qu'on ne doit fe per- 
mettre aucune opération fur chaque équation inté- 
grale , avant que d'avoir ajouté la confiante arbitraire 
qui lui convient. 

Si dans une intégrale quelconque compîette , on 
fait une ou plufieurs des confiantes arbitraires égales 
à zéro , ou à l'infini , ou à des nombres déterminés ; 
on aura ce qu'on appelle une intégrale particulière 
de la différentielle propofée. On tire delà qu'ayant 
une des intégrales complettes d'une différentielle pro- 
pofée , foit la première , ou la féconde , ou la troi- 
fiéme , &c> on en pourra trouver une infinité de par- 
ticulières du même ordre; qu'une équation différen- 
tielle étant propofée , on pourra trouver entre les 
mêmes variables de certaines relations qui fatisfaffent 
à cette équation > (ans être comprifes dans quelques- 
unes de fes intégrales complettes , & fans en être par 
conféquent des intégrales particulières. Par exemple, 

on fatisfait à l'équation d y = Tt '—^T^' • , > 

Mij 
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en faifant x z -\-y z — m l \ cependant A^ , H-J 2 = ^7 , , 
n'eft pas une intégrale particulière de l'équation di!»i- 
rfcntielle propofée , puifque d'aucune manière elle 
ne peut être comprife dans fon intégrale complet te 
y — a -+-\/ (x l -\- y z — m*) : cette remarque de 
Al. Euîer ell de la dernière importance. 

Il ell fouvent facile de fatis faire à une équation 
différentielle ; mais comment s'aflurer que l'équation 
qui fatisfait en eft une intégrale particulière ? E: dans 
le cas où elle feroir une intégrale particulière , com- 
ment en conclure l'intégrale complette de la pro- 
pofée? Soit l'équation différentielle m 2 dy-\-y l à x=z 
m- dx-\-xy dx , on verra aifément que jy = jr fatis- 
fait à cette équation ; pour m'aflurer qu'elle en eft 
une intégrale particulière , je cherche l'intégrale com- 
plette de la manière fuivante. Je fais j=r-+-^, 
? étant une variable indéterminée ; & les iubftitu- 
tions faites , l'équation différentielle propofée devient 

m*</f+#{<fjr-+-f 1 ix==o l d'où l'on tire — ^- 

xix —dx V 
-Il — = J e remarque que la différentielle 

de e Tmî" eft égale à e im 



e tm - ; il ne manque donc au premier membre 
de l'équation précédente, pour être une différentielle 



exacte, que d'être multiplié par e imi . Ainfi je 
changerai cette équation en celle-ci , e im * + 

— e"" 1 ml =» — e"" , quia pour inté- 



t 
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x- t x" 

grale complette -— c a — —fdxe ^ , 




fais la confiante arbitraire a = — , j'aurai auflï — 

° * 
infini, & î = o; d'où l'on tire7=.r, & que cette 

équation efl une intégrale particulière de la propcfée. 

Dans cet exemple, les Problèmes en queftion ne nous 

Ont préfenté aucune difficulté. 

J'ai entre y & x, & la confiante indéterminée a 
l'équation finie V— o ; je différenrie , & il me vient 
V*= o ; avec les deux équations V= o , V j = o , j ? éli- 
mine a , & il réfulte f équation difTérentieile (V)-O, 
qui a pour intégrale complette Vr=o* En différen- 
tiant J'équation a 2 -h a x-+-y 2 — o , par exemple, il 
vient adx-i-2ydy—o; &, éliminant a, l'équation 
différentielle 4y*dy* — 2xydxdy^ r y 2 dx' l — o y qui 
a pour intégrale complette a'-*- a x~\-y — o. Cette 
équation a 2 -\-a x-L-y 2 — o , qui ne renferme d'autre 
c enflante que celle qui fe trouve dans l'équation diffé- 
rentielle adx-+-2ydy=o, n'en peut être l'intégrale 
complette; mais elle en efl une intégrale patticuliere, 
puifqu'elle cfl comprife dans l'intégrale complette 
ax -*-y' = b l . 

Maintenant foit entre les mêmes variables & les 
deux confiantes indéterminées a & b , l'équation finie 
V-= o , qui étant différenciée deux fois donne d'abord 
V' — o équation différentielle du premier ordre, 8c 
en fuite K"=o équation différentielle du fécond ordre. 
Avec V=o & K''=o, j'élimine a, &: il me vient 
V'i = 0 , avec les mêmes équations j'élimine b t & 
il me vient K ; 2 = o ; avec les trois équations K=o, 
V =0 , V"—Q% j'élimine a & b, & il me vient 

M iij ' 
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{V) =o. Il eft clair que 1 équation différentielle du 
fécond ordre (K) = o a deux intégrales compîettes 
de l'ordre immédiatement inférieur, favoir K / i=o 
& y f '2. — 0\ que fon intégrale finie complette eft 
V— o ; qu'ayant les deux intégrales compîettes du 
premier ordre V'i = o & K'2=o, (\ l'on peut 

dy 

tirer de Tune la valeur de , pour enfuite la fub- 

dx 

ftituer dans l'autre , on aura de cette manière l'in- 
grale finie complette V=o. 

L'équation a* -H ax &y-f-jr a = o 
deux fois donne a dx-{-(b-)-2y) dy= o , 
2.y)d 1 y-t-2.dy*=zO. On tire de la première a=— 
dy 

— — (b-+-2y)\ & en fubftituant dans la propofée, 

(b + 2y) t dy 7 — (b 2^) xdxdy-h ( by-+-y') dx'= 0. 
On tire de la même équation différentielle b = 

dx 

— £ — ' 2 y> en fubftituant dans la propo- 

fée, (a}-\-ax — y z )dy — aydx = o. On tire de 

l'une 6e de l'autre b= — 2-~ 2 y, a— 1~ ; 

d y J dxd*y 

8c en fubftituant ces valeurs dans la propofée , l'équa- 
tion différentielle du fécond ordre y t dx 1 d z y i -h 
(2ydx — 2xdy) dxdy 2 d 1 y — ^dy 6 = O i qui a pour 
intégrales compîettes de 1 ordre immédiatement in- 
férieur (b-k~2y) 2 dy 2 — (b-±-2y ) xdxdy-+-( ij-h 
y') dx l =o, ( oï-^ax — y x )dy — ayd x = o ; & 
pour intégrale finie complette a'-+-ax~t-by-\-y 3 =o. 

dy 

L'une des intégrales premières donne "*^-= • • 

a y 

— - , & , fubftituant dans l'autre , il vient 

fl»-+-ajc — y- 

/ +by*~abxy*-ha'bx + a*y+aH—d*x>y-t-- 



1 
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&* 9 y % -h2A i by t *i-a i b l y=o. Cette équation n'eft 
autre que (y i -+-a 1 y — a xy -+-a 2 b ) (y l -+- by -t- 
ax-+-a 2 )=o; d'où Ton tire ouy + a 1 ^ — axy-\- 
û*t = o, ou y x -+-by-+-ax-+-a* = o ; c'eft la fé- 
conde équation qui eft l'intégrale demandée. 

Soit encore entre les mcmes variables & les trois 
confiantes indéterminées a, b & c, l'équation K=o, 
qui étant différentiée trois fois, don ne ^'=0, V"=o 9 
J/ /// =b. Avec les trois équations K=0, f"=o 
& V // =o i j'élimine fucceflivement a & t , a & 
£ & c ; & il me vient trois équations différentielles 
du fécond ordre V"i = o, V N 2 = 0, V"$ = o % 
dont chacune renferme une des conftantes indéter- . 
minées. Je fuppofe qu'en éliminant a y b & c , au 
moyen des quatre équations K=o , V i —o y f /// =o 
& K /;/ =o, on ait (^ = 0; il eft clair que cette 
équation du troifiémc ordre (V)^o a les trois in- 
tégrales premières complettes V"i—o> F ;/ 2=o, 
V i! 5=o\ qu'elle a pour intégrale finie coroplette 
V=o; & qu'ayant les trois intégrales premières com- 
plettes , on pourra dans beaucoup de cas éliminer 

— - — , — — , & trouver de cette manière l'intégrale 
dx* dx 9 

finie complette. 

En général , toute équation différentielle d'un ordre 
quelconque, de f ordre n , par exemple, à un nombre 
71 d'intégrales complettes de l'ordre immédiatement 
inférieur, ou de l'ordre n — 1 , au moyen defquelles 
il fera quelquefois pofîibîe de trouver l'intégrale finie 
complette, qui eft unique, quoiqu'elle puilîe fe pré- 
fenter fous une infinité de formes différentes. M. Fon- 
taine a le premier fait cette remarque importante. 

47. J'imagine entre les variables y , x & les rap- 

M iv 
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à y & y < 

ports -j-=p> -j~- = ^, &c, une équation qui 

renferme? des fondions transcendantes de ces rapports. 
On pourra toujours par des différenciations fuccef- 
fïves faire difparoître ces fondions tranfeendantes ; 
& on parviendra de cette manière à une équation 
différentielle d'un ordre plus élevé , mai? dont l'ex- 
pofant ne pourra furpafler l'expolant de l'ord c 
de la propofée, que d'un nombre d'unités égal à 
celui des tranfeendantes. Soit, par exemple, l'équa- 
tion du premier ordre V log. p -4- V'p = O , V & 
V font des fondions quelconques des variables 
y , .r. Après avoir divifé tous les termes par 
je différence , & il vient l'équation du fécond 

dp V' s V' \ 

ordre h —y-*V +7^ ™ °« Î UI ne 

renferme pas de fondions tranfeendantes de p. Soit 
cette autre équation du premier ordre A tang. 
p-\-V log. p-\-V'p — o; une première différencia- 
tion ne fait difparoître qu'une des tranfeendantes, & 

il vient +r~-+\og.piy+i(V'p)==Oi 

pour faire difparoître l'autre , il faudra différentier 
une féconde fois , après avoir divifé tous les termes 
par àV > & l'équation réfultante fera du troifiéme 
ordre. Si on eût proposé l'équation A tang. p-\~ 
îog. p-\-V l p — 0> une feule différentiarion auroit fait 
difparoître les deux tranfeendantes, Ainfi nous pour- 
rons toujours n'avoir que des équarions dans lefquelles 
il ne fe trouvera point de fondions tranfeendantes 
du rapport entre les différentielles de l'ordre le plus 
éîevc; & nous pourrons par conféquent fuppofer que, 
ce rapport ayant été féparé par les méthodes de l'Al- 
gèbre , toute équation différentielle de l'ordre n 9 entre 
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les variables y & x 9 où dx eft fuppofé confiant, 
eftdc.aforme42_ + >n==0îpar>non entend 

une fonction quelconque de y , x , p., q , &£. 

Soit d'abord l'équation du premier ordre ~ — -H 

rn = o , m n'eft fonction que. des variables y t x & 
de confiantes. Si cette équation eft homogène avant 
de la mettre fous la forme précédente , m eft une 
fonction homogène de dimenfion nulle des variables 
y , x; & telle par conféquent que fi Ton fait y=ux> 
on aura 777 égal à une fonction de 1/ & de» confiantes 
que je nomme U. Dans ce cas- ci, notre équation 
devient xdu-{-udx-hUdx = o, d'où l'on tire 

dx ——«/il £fl/ 

= , & log. x = a — I -y ; tout 

eft donc réduit à intégrer une formule différentielle 
du premier ordre à une feule variable. Toutes les 
fois qu'il fera poffible de féparer les variables dans 
une équation diffé-entieMe du premier ordre , elle 
deviendra de cette forme Udu — Xdx y dont les 
deux membres font intégrables féparcment par la mé- 
thode des quadratures. « 

Soit encore l'équation cfu premier ordre dy-{- 
rydx=Qdr , dans laquelle P & Q font des fonc- 
tions quelconques de x & de confiantes. Je fuppofe 
qu'il foit pofiibîe de féparer les variables dans cette 
équation en faifant y — uX, où X eft une fondion de 
x & de confiantes , & u une variable indéterminée 
quelconque. A caufe de dy=zudX-\-Xdu> on aura 
la transformée Xdu-*-itàX-\- uPXdx = Qdx, dans 
laquelle fi nous faifons, comme nous en fommes les 
maîtres, dX-±-PXdx = o , & par conféquent 
Xdu = Q.dx t le Problème fera réfolu. Car on tire 
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àX 

de la première équation — - = — Pdx, log. X= 

—fPdx, X=e~f pd *; & fubftituant pour X fa 

• * Odx 
valeur dans l'équation du = -~— , du=e fPd *Q_dx. 

Donc u = a^r r^ fPd 'Q.àx % & j( = i/X) = 
e —f pd *(a-*-fef p <*Qdx). Si on eut intégré com- 
plètement chacune des équations précédentes , on eût 
trouvé d'abord log. X-f-log. a— — j Pdx, ou X ss 

J^g— /prfx. & enfuite y=e—f pdx (~ — H 

fe* Pd *Qdx) 9 intégrale qui ne renferme réellement 
qu'une feule confiante arbitraire , comme cela doit 
être, puifque la propofée n'eft que du premier ordre. 

Je prendrai pour exemple l'équation dy-\- 
; Hjdx — = idx, dans laquelle h & i font des 

confiantes. On a fPdx= /-— = /i log» 

[*-f-]/(i-4-*>)], e^" = (^V / (i+^)]\ 

_/P ix=fj=^ = A log. 

e— ^ Prf,r = [ — x-\-\/( On a auOî 

/e /p **Q^=/i^* + V/(i -h je fais 



U i - f 

l/( i d'où #= , dx 

w 1U 

du 



[i i f u h 1 
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(h— i).x. [«r + l/( 1-4-*')]). Subftituant 
valeurs dans la formule générale, il vient y=a[— > 

x+Va+x*)ï+- hi l _ i [—x+Vii-¥*yt 

[* + -4- [*•+■(*— o • + 

-HrM)] ; ou parce que [ Jr-f- 1 ■+ , * I )Î^*=< 
[ — y +1/(1 x+l/(i-+-xO]*-h 

A* — 1 h 2 — i " 

Si l'équation eft du fécond ordre , & repréfentee 

d 2 y 

par — — + m =. o , où m eft une fonction de jy , x , p ; 
r dx z 

à caufe de 4^ = 4^" > cette équation devient 
dx* dx 1 

-f-m i * = o; ou, mettant pour d x fa valeur — - ; 

p<i/7 -f- mdy = o. 

Soit m une fon&ion de /? & de confiantes que 

je nomme P. Dans cette «hypothèfe l'équation dp*+* 

dp r dp 

mdx=o donnt dx= p-, & x=a—j -p-; 

celle-ci pdp+mdy = 0 donne *fy = — p"^~» & 

^ _ j _yiZ£L. Avec ces deux intégrales premières, 

on éliminera /> s'il eft poflible, & on aura l'intégrale 
finie complette de la propofée. Si l'équation eft 

— P 

hd 2 y=dxdy , h étant confiant; on a P= — - — » 
donc A iog. p, y = b-\-hp-> &, éliminant 

x — a. y — b 

p , il vient — - — = log, — 7 — • 



r 
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Soit m une fon&ion de x & de confiantes que 
je nomme X On a àp-+- Xdx = o , & p ou 

■-7—=* — fXdx; donc ^=fc-h<i.r — fdx/Xdx. 

Mais fdxfXdx^xfXdx — fXxdx; donc 7 = 
A + /2r — xfXdx+fXxdx.Je prens pour exemple 

-^- = /;x\ On a X=—hx\fXdx= ~ kx - , 
/A* * = ~ ; donc , hors les cas de a 1 

A — {— 1 

& de x = — 2, > = t' + û.r-| . 

(a-m;.(a+o 

Lorfque x= — r, fXdxrr-. — h \ç>£. x 9 fXx dx=z 
— hx; & &).*-H/ijr!og.4r: lorfque 

*=—2 9 fXdx— — , fXxdx= — h log. 

8c y=b — fc-t-ax — fclog.r. A caufe que * & £ 
font arbitraires, on peut rjréfenter les deux dernières 
intégrales fous une forme plus fimple, & écrire dans 
le premier cas y = b -f- ax->r hx log x; dans le 
fécond cas y—b-+-ax — h log. x. 

Soit m une fonction de y & de confiantes que je 
nomme F. L'équation pdp-\-Ydy = 0 , donne p 2 = 

<i—2fYdy, Sep ou =1/(4— a/Wy) ; d'où Ton 

tIre ^ r = V {a—!fYdj) >^P0^ l'intégrale com- 

plette de la propofée x-=zb-\- C- -2 . 

J v / (fl — ifïdj) 

Je prens pour exemple l'équation -j~= ftj. On 
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— ~ log. [y ]/ h-hV (a-i- hy> )]. Si A eft un 

-nombre négatif — i, l'intégrale fous la forme lo- 
garithmique contient des imaginaires; mais on a dans 



ce 



cas y = b ■+- — 4 fin. jr 



Si m eft une fon&ion de 4- , p ou de ^, p\ le 
Problême fe réduit à féparer les variables dans une 
équation du premier ordre qui eft dans le premier 
cas dp-\-m dx=o , & dans le fécond cas p dp -i- 

d * y v 

mdy—O. Ainfi l'équation ~ -h /i — — |-ijrsso a 

dans laquelle h & i font des confiantes, devient pdp-h 
hpdy -H ïy dy = o; & faifant dans cette équation 
homogène p = uy, on en tire u z dy -±-uyd u-h 

hudy-\-iiy — o , & = ; r . Les deux 

facteurs du dénominateur du fécond membre font u-h 

± + K[^-']-«^K[^-']' 

faifons pour abréger \^\_ Q =s h! \ on 

<(y — udu 
aura = , 

J ("H HÀ')(iH h') 



V p / «y/ fc 



du 



h , ' 
(H hA'Xm A') 

1 djr /A f/ \ , — du 
donc — 4- ( h A'] dx = : , & 



« 
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JjZ — |- (~ h*\ dxT=s HÎl , On tire de 

J m h h. 

x 

ces deux équations log. y -h — h A') x=log. 

h S h \ 

a — log. ( u -4- — A') , & log. y + A'J x 

A , (U+ J V) 

=log.t — log.(iH — — •+•*'); ou^ 

Avec ces deux intégrales premières on éliminera u, 
& on aura l'intégrale finie complette 2 h! y = 



h k 



t •(be h ' x — ae- k '*). Si les deux fadeurs font 

}) _ & _ h M h M 

égaux , A'= o , & y = c * =/e », 

o 

dans ce cas , l'intégrale trouvée n'efl: pas complette, puif- 
qu'elle ne renferme qu'une confiante arbitraire. Pour 

trouver l'intégrale complette, j$ fais y=^^e" '* , Se 
.jai -p-s^-e a — * » -7—= "~î ~" 



dx dtc 1 dx l dx 

** dr — if h 1 7 *» 

e a A—-— e » H e * ; en fubftituant 

dx 4 

ces valeurs dans -4-^- + h-—iy=o 9 divifant en- 

— i? rf a r 
fuke tous les termes par c * , il vient 



\— ijt=o, ou-^- = o ; d'où je ti 



cire 
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i* 

premièrement = a , puis \ = a x -4- b ; & pour 
l'intégrale finie compîette de la propofe'e , lorfque 
• i—0, y = (ax-±-b)e ». Si les deux 

faâeurs font imaginaires, alors h' eft une quantité 
de cette forme h" y — 1 , & j'ai 2 h" y y — 1 as 

A» 

€ r (bth*xV-i_ afr h**v-x^ Mais efc"*f-i = 
cof. Wx+Y—i fin. hl'x % e- h "*^-<=cof.h"x— 
]/ — i fin. h u x\ fubftituant ces valeurs, il vient y= 

'"H Jv-« Cof ' h " x+ ~TF" fin ' h "* )' ou 

h* 

lïrnplement y = e » (£ cof. fc 7/ r a fin. h" x) , 
c'eft l'intégrale finie compîette de la propofée lorfque 

eft moindre que *• 

d * v v 

L'équation plus générale—^-- -+-& - — f-iy=X 

a** (Zx ^ 

s'intégre en faifant ^=uf, dy=ud^^du 9 d*y= 

ud 2 i-\-2dîdu-\-id*u\ car ces fubftitutions faites, 

ôn a la transformée u ^ H- à -~ -f- i ç ) -f. 

2 — h? _ + / z? _ == X, que nouspou^ 

vons , à caufe des deux variables indéterminées u & 
\, partager comme nous le croirons convenable. Il 

faudra faire j— ^-ij— o, & cette équa- 

tion fervira à déterminer ^ , car nous favons qu'eHe 
eft intégrable dans tous les cas poflibles. L'autre équa- 
r , iud? d*u du „ . 

«on fera 2 -^ r -H- î _4-/i r — =X. dan« 
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laquelle, firon fait -4— = t, . " = -4~ i on aura r 

<fx dx* dx 

après avoir tout multiplié par dx, $dt-{-2tdï-{- 

(id? \ Xdx 
hdx-1 J = — - — • 

N'oublions pas que ? eft une fon&ion de x que nous 
connoîtrons quand nous voudrons , & nous verrons 
aifément que 1 équation précédente n'eit qu'un cas 
particulier de celle-ci di-4-P tdx — Q_dx qui, comme 
nous l'avons démontré plus haut , a pour intégrale 
complette t=e-J pd *(a~±-f cf pdx Qdx).lcifPdx= 

X 

h j:-f-log. j*, ef pdx = i*c h * , Q= — ; donc t ou 

du ' e — h * s- e — &M dx 

(t+ft'Xtdx). u = k+f— 
(a-t-f c hx X$dx ); & par conféquent y = b \ + 

— — + f— f^'Xïdx). Il fuf- 

fira de prendre pour £ une valeur, autre que zéro , qui 

fatisfafle à l'équation -4-^- + * mm T~ m + i? = o; or 
^ dx* dx 1 

il y a trois cas qu'il faut bien fe garder de confondre. 

A 2 

Le premier, c'eft lorfque eft plus grand que f. On 

prendra^=e v * J ou \=t v » y 
car des deux manières , on doit avoir le même ré- 
fultat. En prenant la première valeur, on trouve 

y = b~ ( ï~ V } * 4- ~ C } ~ k ' ) X {fa c- * Vm dx 

+fc->**dxf<f h ï + h ')* Xdx). Mais /"«cr'V'ftr» 
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1 *L , f r iv* dxfe ( ï + h ' )x Xdx= — 



r — J* K * Xdx-\- — -/e v * ' Xi*; 

x /i in 

donc y =b~t - e~(i+ A >_ 



ih' J zh! 

f e (;~ h ') x Xdx. Le fécond cas, c'eft lorfque 
A* 

— i , ou lorfque h f = o. On prendra ? = 

4 

A* A» 

e » ou { = *e * ; la première valeur étant la 
plus fimpîe , c'eft celle que je choifis , & il vient 

Ax A» km hjt 

y = be *~t-axe »-4-e" *fdxfe-Xdx — 

h» A* A m 

~* (b-k-ax -4- xfe x Xdx — ft~Xxdx), Le troi- 
lîéme cas , c'eft lorfque h! eft une quantité imaginaire 

— — fi * 

telle que h" y — 1. On prendra ?=e * cof. /z^x 

Ax 

ou {=e a fin. h"x',en prenant la première valeur, 
on trouve ^ = e * cof. fc"* (i-t-J (cof>A .. x) , "f". 

^ — /ë*r Xi* cof. fc"* ) = e~ ^cof. A"* 

J (cif.i"*)' J 

— -^-.y c^X dx fin. ) = ~ " ( i cof. fi"* 4- 

* 

N 
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j£J2Lf € TXix (m.h»x). • 

Reprenons 1 équation — r-m=o, & exami- 
nons d'abord le cas où m feroit fondYion de x & 
de confiantes, où Ton auroit par exemple ~^T~ 

■ d n y & — % y 

A caufe de-^ ? é rr = X<ix,on a — — =a-h 

/XJjfi donc -j^zrr = *àx -4- dx/Xdx r & 

_±T-lL == i + < I *- t -x/-X<ix— /X*<f*i donc 
dx*— 1 

t 

J^IlL = bdx+axdx-hxdxfXdx—dxfXxdx, 

dx" — * 

& _ Z- = c+bx-\ 1 fXd x — 

<f*—J * * 

*/X*<f*-H/X* x . car fxdxfXdx = 
JH—rXdx—\fXx*dx i fdxfXxdx—xfXxdx— 

fXx*dx; donc rf + = ci* + 



fXx*dx,Si ^=e-f-c;M — - — * 
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bxl ax* #4 x* 

H 1 fXdx fXxdx 

*.J *«3-4 *-3-4 *-3 

•4- —fXx*dx ^fXx'dx^ l—fXx*dx; 

4 *«3 1 • 3 • 4 

en continuant ainfi , on parviendra à trouver y avec 
n confiantes arbitraires, & par conféquent l'intégrale 
finie complette de la propofée. 

' Jcfqjç dn ~~^ — tf - - t ^ZH- t 

J C lu ib ; — U , — l , =r S . 

dx—* dx» — * dx n ~~i 9 

r i n — 4 ^ 

= r, &c ; & je fuppofe que m foie fonc- 
tion de la variable u & de confiantes , ou que l'on 

ait -4r~- = U. A caufe -^- = U , on a dx=: 
dx* dx 

du m rdu _ , 

— , & X =a~\-J—. On a auflî rfr(=wrf.r;=: 

du pudu . pdu p uiu 

-^f—> Sc '= c + bx +f-irf—> dr '= 

1 dx)=cdx-hbxdx+—J—J- u -, & r= 

£+cx+ _+y__y__y_ r?en CO na- 

nuant ainfi , on trouvera y en fonction de u. Avec 
cette équation qui contiendra n — i confiantes ar- 

/du 
on éliminera 

u s'il eft poflible , & on aura l'intégrale finie com- 
plette de la propofée. 

Je fuppofe que m foit fondion de t & de conf- 

N ij 
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tantes, ou que Ton ait -^ r =T. A caufe de — = T 
& de— = u 9 on a udu=Tdt, & u=*V(a — 
afTdO que je fais pour abréger =9. De plus dx = 
IL- donc Ar = t+/^-.Onaau(n^(=/dx)= 

i£l. & , = c+ f-4-i dr( = sdx) = cdx+ 

t Je 

T-/-T-' & r=e+cx+/-f /-^;encon- 

tinuant ainfi, ou trouvera y en fond-on de r. Avec 
cette équation qui contiendra n — i confiantes ar- 
bitraires, & celle-ci x = b+J--^-- 9 on éliminera t 

s'il eft poflibîe , & on aura l'intégrale finie complette 
de la propofée. Nous ne poufferons pas plus loin ces 
calculs , ne nous étant propofés dans cet article que 
d'examiner les cas les plus (impies où il eft poilible 
de fépar.er les variables dans les équations différen- 
tielles. 

48. Si %fdy-\-Ndx eft la différentielle d'une 
fondion des deux variables y & x , Mdy eft la dif- 
férentielle de cette fondion , en regardant y feul 
comme vafiable , & Ndx la différentielle de la même 
fonction , en regardant x feul comme variable ; d'où 
il fuit que l'intégrale de Mtty+Ndx ne peut dif- 
férer de l'intégrale de Mdy, prife par rapport àjr 
feulement , que d'une fondion de x & de confiantes; 
& de l'intégrale Ndx, prife par rapport à x feu- 
lement, que d'une fonction dej & de confiantes. On 

xdx-hydy yâx—xdy 

propofe d intégrer ry^T^ + J^Ji + 
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xd x y à *• 
Wy? J intègre ; 1 en re- 

gardant x feul comme variable , & il me vient 

]/(x i -+-y % ) -h A tang. — qui ne peut différer de 

l'intégrale demandée que d'une fonction dejy & de conf- 
tantes que je nomme Y. Je différentie \/ (x'-t-y 1 ) 



x 

A tang. \-Y en faifant varier^ & x, & il vient 

xdx-+-ydy ydx — xdy . , * 

-4-rfr qui, comparée à 



\/{X'-\ry*) x 2 2 

la différentielle propofée, donne dY=y*dy & 7= 
a. Donc la différentielle propofée a pour iû- 



tégrale completre j/( x 1 -f-j» ) -h ^4 tang. — 

y* o« •» ^ • .7^7 *^.v 

h a. Si ) eufle intégré — — 

~t-y*dy en regardant^ feul comme variable, j'aurois 

trouvé |/(* a -t-j 1 )-!- /f tang. 1 qui ne 

peut différer de l'intégrale demandée , que d'une fonc- 
tion de .v & de confiantes que je nomme X. Je diffé- 

s x y * 
rentic y (x z -+-y-)-\- A tang. h \rX % en , 

r -r • « « i • xdx-hydy 
faifant varier y & & il vient — ~ H 

ydx •• • x d y 

— — \-y 2 dy-\- dX qui comparée à la dif- 
férentielle propofée donne dX=zo & X=a. On 
verra aifément qu'on doit trouver dX=o> lorfqu'au- 
cun des termes de N n'eft fonction de la feule va- 
riable x de confiantes, ou de confiantes feulement; 

Niij ' 
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& qu'on doit trouver dY=o , lorfqu'aucun des termes 
de M n*eft iondion de la feule variable y & de conf- 
iantes, ou de confiantes feulement. 

L'intégrale de la différentielle Mdy + Ndx + 
Pdu d'une fondion des trois variables y , x , m , ne 
peut différer de l'intégrale de Mdy , prife par rapport 
à y feulement , que d'une fonction de x , u 6c de 
confiantes ; de l'intégrale de Ndx , prife par rapport 
à x feulement , que d'une fonction de y , u & de 
confiantes; de l'intégrale de Pdu, prife par rapport à 
il feulement , que d'une fondion de y , x & de conf- 
rontes. Ainfi nous pouvons fuppofer que l'intégrale de 

ydy-hxdx + udu udx — xdu . n M . 

hudu eft égale 



y dy . r 

à l'intégrale de — , prife en ne fai- 

fant varier que y, plus à une fonction de x, u & de 
confiantes que je nomme K, ou à \/ (y x -{-x r -k-u*)+K. 

En différentiant & comparant , on ff ouve dK = 

udx— —xdu _ 
\-udu\ donc K efi égal à l'intégrale 

de — , prife en ne faifant varier que x , plus à 

une fondion de u &de confiantes que je nomme U, ou 
à A tang. — -ht/. En différentiant & comparant, on 

trouve dU=udu, &I/= H a. Donc l'intégrale 

complette de la différentielle propofée eft égale à 

s X II* 

y (y*-\-x*+u*)-{-A tang. \ h a. &c. 



Si une équation différentielle du premier ordre , 
telle que dy-hmdx=o a pour intégrale complette 
une équation entre y, x & la confiante arbitraire ai 
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il y a toujours un fadeur qui ne peut erre qu'une fonc- 
tion dejr, x & de confiantes, par lequel fi on mul- 
tiplie dy-t-md x , on le rendra une différentielle 
exade. Ën effet , fuppofons qu'ayant différence l'équa- 
tion entre y> x 8c a, après avoir fçparé a $ on ait 
Mdy Ndx = o , qui ne renferme pas la conf- 
tante a , & dont le premier membre eft néceflaife- 
ment une différentielle exade. En divifant par M 
les deux termes de Mdy-{-Ndx = o t fi ces deux 
quantités M & N ont un fadeur commun , il dif- 

faroîtra, & on aura exadement dy -\~mdx=:0* 
1 exifte donc toujours un fadeur M, par lequel fi 
oh multiplie le premier membre dy-hmdx, on le 
rendra une différentielle exade. La queftion eft de 
trouver ce fadeur. 

Il eft toujours poflîble de féparer les variables dans 
l'équation dy-\-mdx=0 , lorfqu'elle eft homogène; 
on pourra donc toujours, dans la même hypothèfe, 
trouver un fadeur propre à rendre dy-\-mix une 
différentielle exade. Soit M ce fadeur que nous fup* 
poferonsêtre une fondion homogène, dedimenfion x, 
des variables^, x; on trouvera que Mdy-\-Mmdx 
eft la différentielle d'une fondion homogène , de di- 
men(ion x-f- i , des mêmes variables; & , nommant 
z cette fondion, que, hors le cas de x-f-i=o, 
My Mmx = (x I ) . f. Cette équation, que 
nous avons démontrée précédemment , & celle-ci 

d y -4— m d x 

M d y M m d x = dz , donnent ■ =a 

' y + mx 

d * ; donc dy ~*~ m x e ft une différentielle 



(x-t-t).| y-hmx 

exade, & par conféquent eft le fadeur 

y + mx 

demandé. i 

Niv 
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Lorfque x4-i=o, j-4- m *=o, &m=:^l ; 

dans ce cas, toute fonction de dimenfion nuîle des 
variables^ & x, égalée à une confiante arbitraire, 
fera 1 intégrale de l'équation différentielle propofée. 

Léquation dt(e+ft+g (*•+•*' +Ku) 
n éït point homogène ; mais fl je fais e+/r 

A+tt+JC^.tfoù l'on tire f— 

fK—gi 

' fK—gi ' ■ & que ' c fubftitu e ces valeurs dans la 

propofée, j'aurai l'équation homogène (fy+.g X )dy 

( Kx+iy)dx = o, que je rendrai intégrable en la 

multipliant par Jy ^_ Kx% , j'ai fait pour 

abréger g—i—l. Mais comme les deux termes du 
coéfficient de dx dans la différentielle exade... 
(fj+-g*)dj — (Kx+jy)îx 

fyï+lxy—ICx'* renferment^, on aura 

l'intégrale demandée, en égalant à une confiante ar- 

bitraire celle de ■ prife en ne fai- 

fant varier que y. Je cherche d'abord les deux fac- 
teurs de fy*+lxy— Kx* que je trouve être y\/f-i- 

puis je diftingue trois cas. Le premier lorfque les 
deux fadeurs font réels & inégaux ; à caufe de 
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1811 — ^ = C , ces deux fadeurs fe- 
ront ^l//H- C x & j [// & on aura à inté- 
grer (fj +e*»j œ -r 

V 731 • IT* 7 — V A,nfi lorf - 

que les deux fadeurs font réels & inégaux, la pro- 
pofée a pour intégrale complette — loz. 

/ _ Kxy^KÏj ~ lo & a ' ou fimp'ement 

v+^fJ — a {y- T^j) • Lorf - 

que les deux fadeurs font réels & égaux , il n'eft 
quertion que d'intégrer *f = 
(*fg — *fl)xdj , xfjy 

dfj+ixy h 'ifj+u ' en ne fmfant var,er 

que j ; on a dans ce fécond cas, pour l'intégrale com- 
plette de la propofée , log. ( ify •+ lx ) Ç'*— 

ifj-hlx 

=a. Le troifiéme cas eft lorfque les deux fadeurs font 
imaginaires. Je fais alors y \/f-h — ^j- = ? , d'où 

dyVf=dïJ r +lxy-Kx>= V -lï±±V x > ; 

4/ 
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après avoir fubftitué ces valeurs dans > 

-Tf xd t 

il vient ■ -~ 7 . dont l'intégrale, prife par 

7 % X* 

4/ 

rapport a ? , égale îog. {j* x* ) -^py 

A tang.. ; % \? f jrrr . Ain& lorfque I«+ 4 K/ ! 

D 1 — 4*/) 

eft une quantité négative , la propofée a pour înté- 
grale complette log. (fy 9 +lxy—Kx*)-{--~j- 

A tang. ■ ïfy ^ lX TR = * 11 a un aUt * 



cas qui paroît échapper, c'eft celui où l'on auroit v 
jK — gi=o ; mais alors la propofée devient efdt— ! 
hfdu-\-(ft-+-gu)(fdt—idu)=o, d'où l'on tire, 

en Kfiu*/f+g«=t, ^ = -7^7^7—77 

eg-4-/./-4-(g-H0-T , | oe 
& U = fl -4- : 1 — |- , TP & 

[eg + fcf+-(g+*)-f]. Si g + i = o, à caufede 
du = — —, on aura u=a 4- — — 7-77-' 

Soit propofée l'équation dy-{-Pyd x = Qdx t <pe 
nous favons intégrer en en féparant les variables, 
Puifque Q ne renferme que x & des confiantes , il 
y a certainement une fonction de * & de conf- 
iantes par laquelle on pourra multiplier iy-+-Pydx 
pour le rendre une différentielle exacte. Nom- 
mons X cette fon&ion inconnue, & ^'O'f 
XPydx fera une différentielle exa&e. Ainfi la diffé- 
rentielle du coefficient de dy , prife par rapport a 
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r, & divifée par dx , doit être égale à la différen- 
tielle du coefficient de dx, prife par rapport à^, & 

d X 

divifée par dy\ ce qui donne -j— = PX. Mais 

parce que X eft fondion de la feule variable x & 

dX dX 
de confiantes , — dx^ssdX; donc — - = P dx , 

dx A 

d'où l'on tire log. X=fPdx & X=ef**». Or en 
multipliant par ef pdx tous les termes de la propofée , 
on a ef pd *dy-+-ef pd *Pydx=ef pd *Qdx, qui a 
pour intégrale complette ef pdx y=a<+fef p dx Q m dx; 
donc y = erf pdx (a-hfef pdx Q.dx). 

4p. On appelle équations linéaires , les équations 
dans lefquelles toutes les variables, excepté celle dont 
la différentielle première eft confiante , & leurs dif- 
férentielles ne font qu'à la première dimenfion : ainG g 
A, B, C, X étant des fondions de x & 

de confiantes , 1 équation Ay +B -+C ^ 

d n 

' . > . . + U~r~X> peut repré- 

fenter toutes les équations linéaires d'un ordre quel- 
conque entre deux variables. Nous fuppoferons le 
fa&eur propre à rendre cette équation intégrable, de 
la forme de rdx, r étant une fondion de x &de 
confiantes. 

Nous venons d'apprendre à trouver ce fadeur 
lorfque l'équation eft du premier ordre, telle que 
il 

Ay-hB— — =X. On peut le trouver d'une manière 

plus (impie encore ; car puifque le premier membre 
de l'équation Ary dx-\-B <r dy — Xrdx eft une dif- 
férentielle exade , fon intégrale ne peut différer de 
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B*y que d'une fondion de x èc de confiantes que je 
nomme S'. Donc A <ry dx-+-B<rdy*3*d(B<ry~+~S')'=: 

Brdy+yd.Br-hdS'; & dS = (A,— i^l) 

jix, expreffion qui feroit abfurde fi A* ^— 

h'étoit égale à zéro» On tire de cette équation 

A caufe de dS' — O f ce qui donne S '= confiante , 
6n a pour l'intégrale finie complette de l'équation 

linéaire du premier ordre propofée e J * jf = tf + 

Je multiplie par *d.r tons les termes de l'équation 
linéaire dn fécond ordre Ay+B 'dx*^** 9 
& il me vient A*ydx+B<rdy + C<r-j-' = X ri l*, 

dont te premier membre , par Thypothèfe , eft une 
différentielle exade. Il a donc pour intégrale O 

-4— plus une fondion de y , x & de confiantes que 
dx r 

fe nomme S', &par conféquent A<rydx^B<rdy^ 



w (f* \ dx / dx dx 

iy+dS', dVù l'on tire dS'^Br—^-^-b 
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(d C ^ 
B * — ~di~J y+Rf > R/ ne 

devant renfermer que la feule variable x & des cons- 
tantes. En dirTérentjant il vient dS'=^B <r — 

d c * \ j . ( d ' B<r d *- c<r \ j 

—j d y+\rr x j^)y dx + àw, 

& comparant les deux valeurs de dS' , dR f = 
A* - 1 j—pdx, expreflion qui ne 

peur être vraie , à moins que l'on ait (A) j 

A d.Bc- d*.Cr , 
A<r 1 T = o ; d ou l'on tire 

dx dx* 

dR' — o, & R' = confiante. Il fuffira de trouver 
une valeur de r qui fatisfaflè à l'équation A; car l'équa- 
tion linéaire du premier- or^re (B) 

"7~T 0* * "~^)j f = *+/^ r ''*' pourra 

être facilement intégrée , & on aura l'intégrale finie 
complétée de la propofée. Si au lieu d'une valeur de 
c , on en trouvoit deux , on auroit les deux intégrales 
premières complettes de la propofée; &, éliminant 

-4^-, fon intégrale finie complette d'une manière 

ex 

plus fimple encore. 

Nommons *dx le fadeur propre à rendre inté-^ 

grable l equation A , ou (V? — -f- -j^- J r — 

_ rfC\ do- d** 
B — 2—— ) — - hC , „■ — o; nous trouverons, 

<fx dx dx x 

en opérant comme nous venons de faire fur la pro- 
pofée , qu'elle a pour intégrale complette de Tordra 



c 
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de 

immédiatement inférieur (C) 



dx 



donné par l'équation ( D) * . A*+B + 

C — - = o. 
a* 

Il eft à remarquer que l'équation (D) n'efi: autre 
que la propofée dans laquelle on auroit fait X=o; 
d'où il fuit qu'on aura l'intégrale finie complette de 

l'équation du fécond ordre Ay-\-B—^~-^C *~ = 

X, fi on peut trouver une feule valeur de y qui 
lâtifafle à cette équation dans le cas de X=o. 
Je fais -*=ef idx , C étant une fon&ion de x de 

de confiantes, d'où 4~T = ( c *+ 

dx dx x \ 

) ef : d * ; & fubftituant ces valeurs dans 1 équation 

dx / 

D , on a pour déterminer £ l'équation du premier 

ordre (E) W-r-SC+«.+C-2i = o. 

Je mets dans l'équation C, après l'avoir divifée par 

d X 

C*r , & avoir fait pour abréger - = £ , 

pour * fa valeur tf 6dx > & je la change par-là en 
celle-ci (C) J^_ (B- +C)r = 

— ^~ e~f :dx ; d'où l'on tire , après avoir fait la conf- 
iante arbitraire == o , car il ne faut que fatisfaire à 
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l'équation A % <r = e/< En fubftiluant pour 

r fa valeur dans J'équation B , dont on divifera 

d'abord tous les termes par O, on a — Cy =3 

dx J 

r fiB + C)dx 

- (a -i-f e f(B t +odxXdx). ! Je multiplie 

cette équation linéaire du premier ordre par e~/ e <** , 
#& intégrant enfuife, il vient pour l'intégrale finie 

complette de la propofée (1) jy=e/ :rf *£t-^ 

/ e -f(B^xi)dx , 
- (adx+dxfefiB t +:)d*Xdx)j. ■ 

On a dû prendre pour C une valeur qui fatisfit 
à l'équation E; fi on en eût trouvé deux, on auroit 
eu , en nommant Tune C 1 & l'autre € 2 , les deux 

intégrales premières complettes -~ C 1 y — 

_ (a+ftf<B,+t*n*Xdx), 

dx 

C-fl B + Zx)dx 

éliminant -~ , (II) 



dx ' J C.(Cx-Ci) 

[ c-/( *.+ Ci ) i * ( â V C 1 ) dx Xd X) — C-/< *,+ C* J tf * 

L'équation C' a pour intégrale complette a- = 

font les deux confiantes arbitraires. Je fais V=zO 
& a'= 1 , puis û 7 = o & V= 1 , & j'ai les deux 
intégrales particulières r=cf(*.+<)à» 9 <r—cjkB t +qâ* 
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dx 

fg-Jll/***)*»---^ Ces deux valeurs de r, que je 

nomme I & «-2, étant fubftituées fucceffivement 
dans l'équation B , on a les deux intégrales premières 

complettes de la propofée -4- (b, 7^J~ ) 

^ C,! ' S + V^ t rzd* _ 

I h-^fXr idx _ „. . <fy r . _ . r . 
; & éliminant — ,fon intégrale n me 

Cri û Jlf 

, flff-Z — btrJ-+-rifX<rldx — <rTfXTldx 

complette ^ = - . 

V dx dx J 

' c -/<<f* ; d onc cf<r 1 4^- — '2 -^-^ = 

C \ <2* / 

fie-Z^^cW*; & fubftituant, on a;=re/^ 
[afc-f^^^)àxlL._ b+frfi*.+^>d*~ . 

formule qui eft identiquement la même que celle 

dx 

marquée I, car /e-/**.* 1 fefiB t +odxXdx=z 

Soit pris pour exemple l'équation iy-\-h ~- -h 
d 2 y 

g -j— - = X, g, & i font des confiantes. On aura 
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B = -A. , & pour déterminer C l'équation i+K-H 

gC'-t-gÂ — = o, à laquelle on fatisfait en prenant 

C égal à une confiante que je nomme/ qui fera donnée 
par l'équation du fécond degré gf* / = Q. 

Mettant / pour & — pour B t dans la formule I, 

e * 

il vient y=ef*[b+ y ( a d x d x 

fe g x Xdx)\ i°. Si les deux racines de l'équation 
du fécond degré font égales, ou fi /= ; 

on a y = e ~g[b + -~ e 2 'Xdx^ 

= ~ 17 [b + îî — T ?rX<b A^Xx^*"]. 

. * g J gJ . 

2 0 . Si l'équation du fécond degré a fes deux racines 

réelles & inégales ; nommons alors l'une des deux 
valeurs de /, fi , l'autre fera — (ji -f- que 

nous ferons =/2j & nous aurons y=t flx \J> -H 

^rf^^dx/e- /2X Xi^)J= e' 1 * 

(«(/»— /n* et/" 2 —/ 1 3* „ 
gif 1 — /») g(f*—fO 
-—?——fe~ fl *Xdx) =be"" + ae'** + 

o 
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en mettant a pour * g— u On auroît trouvé 

le même réfultat , en fubftituant dans la formule II 
pour B t +Cx & B t -\-Ci leurs valeurs [2 & /i. 
3 0 . Si lés deux racines de l'équation du fécond degré 

font imaginaires ; en repréfentant par — 

h']/~i & — \-WV— 1 •es deux valeurs de 

f dans cette hypothèfe, on ajf=e %g y?c h '* y ' t + 

. . — - H — feW ' Xdx 

'- h '* V - 1 ^-O-jhA Mais 

ifty— 1 J y 

= cof. tix+V— 1 fin. A ; jc , e- fc '*"- l =cof. h!x~ 
j/ — 1 fin. h'x ; donc, mettant a pour ' ^ ^ f + & 

& t pour j- £]/ — 1 , ce qui. eu permis, 

puifque a & b font arbitraires, on a y = e *i 
(a cof. h'x + b fin. h'x-{~ ^ * Je^* cof. h! x .» 

Soit encore propofé d'intégrer l'équation iy •+« 

L'équation £ devient i -t- ft C + 

g ( j 4- )* ^C 2 H — jj^-^ = o , à laquelle on fatis- 

fait en faifant C = -j-^— , & / fera donné par 



A 
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féquation du fécond degré gf* (h — gï) .f+i =o. 

On a donc ef id * = (k + lxy; caufe de j9=5 

—T—, on a efiB**^** = (k-hlx) Jl , 

e f(B t +tC)d x== (k+lx) hmlmXg fr*". En fubftituant 
ces valeurs dans l'équation, I, il vient y= 

C i ^ Z ^ ^yi<±^fLl- "^^^ j ^ + 

ixf(k+lx) * g/ g 7 i£l Xdxy\. i°.Si les deux ra- 
cines de l'équation du fécond degré font égales , ou fi 
/= ; on a y = ( it H- / ^ > 

■p-Iog. + log. + 

J(k + lx)-ïrrXdx — — J( k+lx) *gi log. 

(i+Zx) . X*f.ay. 2°. Si l'équation du fécond degré 

a fes deux racines réelles & inégales ; en nom- 
mant fi l'une des valeurs de /, l'autre fera — 

^fl + ) ^ ue nous k rons =/ 2 > & nous 

aurons ^s=(* + i*)' L i+ J • 

Oij 
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• /» 



f.(f»— /o *•(/»— /o 

k-\-lx) * 1 Xi*. On auroit trouvé le même 
réfultat en fubftituant dans l'équation II pour £i & 
C2 leurs valeurs — = — ; — & — - — . 3 0 . Si les deux 

racines de l'équation du fécond degré font imagi- 
naires ; en repréfentant par h* — h"\/ — i & + 
h" y — i les deux valeurs de/ dans cette hypothèfe, 

on a y=(k+lx)r[b (k -h Ix) ~"7~~~-+* 

h" y — i y y — x 
a(h+lx) 1 (k+lx) } 



h p y — t 



(A + ï»)« « XJ* __ 

/Je—N'Y — t -l 
(k + lx) 1 7 Xdxj. Je fais 



h" y — i 



(k-+-lx)± —î—= e-' y —',&, prenant les loga- 

rithmes de part & d'autre, il vient —log.(k+lx)=s; 

h" y — — t * fcf v 

donc (*-H*p= t =cof. f — log.[i-h/x] 1 

(Lff ~ 
— p log. Ainfi lorfque 

les deux valeurs.de/ font imaginaires, on a, en 
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a a 

mettant a pour 4- A b pour — - 

bV—i % y^(k+lx)r^aco(.^log.[k+lx]^ 

(.„ . «n f—log.[* -»-&]) 
-log.[i+lA:]jH ! ± 

jï> —f(k + lx)'—rf in . 

(h" v 
-y-log. [k-+>lx]Xdx\ Onauroitpu tout d'un 

coup faire ufage de l'équation A, qui devient dans ce cas 

particulier ir-k'" 1 ** 1 * d ^±L = 0 

àx ^ ë dx* .* 

& à laquelle on fatisfait en prenant <r=(i-{-lxy, 

a étant donné par l'équation du fécond degré i — hl. 

(^ + i) + gl 1 .(x-hi).(A+2) = o. Soient M 

& >i les deux valeurs de X; en fubftituant dans 

J'équation B pour <r fticceffivement 1 & 

( k-\-lx) Kl , on aura les deux intégrales premières de 

la propofée. Je divife la première par (£•+•/ x) 1 * * 

& l'autre par (k-hlxy* + < 9 & je les change par-là 

en celles-ci,g(i+/x)-^4-[/i— gl.(xi^ 2 )]y=z 

(k~hlxr"-*[a-{-f(k + l'xy>Xdx) = ni i 
g (i + 2 x )_Z_ + [J- g |.(x 2 + 2 )] ;== 

(*-+-!* H-/(iH-i*) »^x]=n 2 ; d'où 

„ • ... . dy J7i — n: 

1 on tire , en éliminant —=— , y 



d* ' J g ;.(Aî~-Ai.) * 
Oiij 
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réfultat qui n'efl pas différent de celui que nous venons 
de trouver , car fz — — /(* 2 -+- i ) & fi— — 
l(\ i^i) 9 Cet exemple-ci renferme le pré- 
cédent , & il fera facile de paffer de l'un à l'autre, 
fi l'on veut faire attention que lorfque k = i & 

/=0, on a — - — =x,&,c étant un nom- 



bre quelconque, (*-H*)' = e c *. En effet, lorfque 

log. (*-+-/*) lx % . , 

*=ri, — h&c, dont le 

fécond membre , lorfque l = o, fe réduit à donc, 

dans la même hypothèfe x) l = e tf *. 

Je multiplie par <rdx tous les termes de l'équa- 

dy 

don linéaire du troifîéme ordre i4y + B-- h 

C— V + D-r^- = x > & elle devient par- là 

dx x dx* 

J<rydx+B*-dy + C<r-^ + D<r^^==X*dx 9 
* dx d x* 

dont le premier membre étant, par Phypqthèfe, une 

dx : 

dy 

une fonction de , y , * & de confiantes que je 
nomme S ; . Donc A<rydx~\-B <rdy-\-Ca- ^ -H 



d*j 

différentielle exacte, a pour intégrale Dr x plus 



dx* \ dx x ) dx* 



hdS'', d'où l'on tire rfS' = (o — 

^T~) ~7T 5 * a **4^*y<**i * S 7 = (Cr - 



dx dx 
i.Dr \ d*y 
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i.D * \ iy . 
— Tx — / ~dx~ UOe * on " lon y 9 x te de conf- 

tantes que je nomme R'. En différentiant , il vient 
dy-+-dR f \ & comparant les deux valeurs de d S f , 

étant une fondtion de la feule variable x & de conf- 
tantes. On a dR f = (B<r — + j ^+ 

-z ; ?rr- + -^>^ + ^ ,; & 

comparant les deux valeurs de d R', dQf= ^ A r — 

d.B* . â*.C<r d*.D<r\ , 
— 4- - 7 <* *• expreflbn 

<jui ne peut être vraie, à moins que l'on n'ait ( A) . . . 

=0;dou I on 



dx dx* dxi 

tire iQ ; =aO , Q'= confiante , & 1 équation linéaire du 

d x y / d D <r \ 
fécond ordre (Bj . . .D^+ ) 

dx x \ dx J 

dy d.Cr d*.Dr\ f „ . 

Si on trouve une valeur de <r qui fatisfofle à l'équa- 
tion A, on aura, en fubftituant cette valeur dans 
l'équation B , une des intégrales premières com- 
plexes de la propofée ; fi on trouve deux valeurs 
de <r, on aura deux des intégrales premières com- 

O iv 
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plcttes,&: > éliminant ■ , une équation linéaire 

du premier ordre qui étant intégrée complettement, 
comme nous favons qu'on peut toujours le faire , 
donnera l'intégrale finie complette de la oropofée. 
Si on trou^ trois valeurs de <r , on aura les trois 
intégrales premières complexes de la propofée ; & 
pour trouver fon intégrale finie, il fuffira d'éliminer 
d l y à y 

— — , — — au moyen de ces trois équations. 

dx x dx , 

Nommons *dx le fadeur propre à rendre intégra « 

« . |j , . A s A ' dB d*C dW\ 
ble 1 équation A , ou {A-— + — - — j 

(dC d*D\ dcr f dD \ 

D — — = o ; nous trouverons , en opérant 



dx z dx> 
comme nous venons de faire fur la propofée , qu'elle 
a pour intégrale complette du fécond ordre (C) .... 

^ di<r Vf ' r> àD \ _ <f + T d<r 

[(»-£+4ift---(^E)-£-: 

d~ "1 

£j — j <r = confiante , -¥ étant donné par l'équa- 



tion (D) A*+B~+C^~£ + 

_ du 

Il eft à remarquer que l'équation D n'eft autre 
que la propofée dans laquelle on auroit fait X=o; 
d'où il fuit qu'on aura l'intégrale finie cosiplette de 



■ 
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fi y d* y 

l'équation du troifiéme ordre Ay-t-B ~|-C 



dx dx* 

-JL—X, fi on peut trouver deux valeurs 
de y qui fatisfaflent à cette équation dans le cas d« 

X=zO. 

Je fais * = d , où-4 I -=^^^,4^ L = 

dx 9 dx* 

dx dxi * dx 

d*C 

e ftiM + e f ç **; en fubftituant ces valeurs dans 

dx 3, 

l'équation D , on a pour déterminer C l'équation 
du fécond ordre (E; A-t-BC-\-CC 2 -i* 

DC J -H(C-H3D^)-^--hD -~ = o. Je fu ppofe 

qu'on ait trouvé deux valeurs de C,qui fatisfaflent 
à l'équation précédente , favoir Ci & C 2 ; puis je 
mets dans l'équation C , après avoir divifé tous fes 
termes par •* , pour fucceiîivement ef Ctd *> ef* tix ; 
& j'ai de cette manière les deux équations du fécond 

1 ^ d*r r dD ^ ! d* 

CdC d*D f „ dD \ . _ 

(*., + *L)]wrt.*.l)^._[c- 

~- 1 rf<r r rfC d>D 



a 



(c_".). ta+D .(c. a+ ^.)],= 

b'c~f£* d *, a! & ^ font deux confiantes arbitraires. 
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Avec ces deux équations j'élimine , & il vient 
l'équation linéaire du premier ordre ( C a — Ci) 

iD 

C— — 

77— [ gE^ft—CD+fra— e»i + 

d(Ct— a'e-ftidx — l'e-fCidx <f, 

à* r- d ' ou ir - 

L D +»+ t '+ {Cl _ co< J'- 

a'e-ftidx — b'e-fCidx 

=-t ; d'où Ton tire, en faifant pour 

1/ ( C 2 — G 1 ) r 

c-iL 

abréger h£2-4-£ 1 -f- ^ -= C' 

L ^ J D(Gi — Gi) J' 

c'eft l'intégrale complette de l'équation A. A caufe 
des trois confiantes arbitraires dont on fera fuccef- 
fivement deux égales à zéro, & la troifîéme égale à 1; 
on a ces trois intégrales particulières <r=e/ c '^*, <r== 

J 2>(€i— Ci) J D C Ci_Ci) • 

Ces valeurs de c- , que je nomme n, r 2 , * 3 , étant 
fubftituées fucceffivement dans l'équation B , on 
en tire 

-75 H ^ )y = a+fXadx, 
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d % y f „ d.Dn \ dy S n 



d Ce x 




' dx "' 






« 


d.C<r J 


d*.D<ri 




dx* 



Avec ces trois intégrales premières complettes de la 

,^.««— -g, «* 

r . , , d.Dn d.D<rï 

fait pour abréger ri — *<r2 — — — = *,2 S 

(d.C<n d t .DT% \ / d.Cn 

— —)- r2 \r7r-- 

d*.D*v\ d t D<ri d.Dsi 

-7ï7-)='<> 2 > rI — x '3— =M. 

— ï?-)-'3{— x 

d •^ r ^\ ass • - on aura p Qur fîntégrale finie 



complette de la propofe'e , ^ = 

(* 1 r,*-»] r 4 l) (a+fX<r l dx ) - 9 \ c f | ( 1 d X) + 9 X 9 f X ( C+fX* } i X ) 



S'il s'agiflbit d'intégrer iy+h(k+lx) 



dx 



d 1 v di y 

rencontreroic aucune difficulté ; car l'équation A 
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devient alors it — h |-g- 



dx ô dx* 

d*.*(k+lx)i 
— F . =0, a laquelle on fansfera en 

d je J 

faifant <r=(k-\-tx) x 9 & x fera donné par l'équation 
du troifiéme degré i — hl. (x-h i;+g* 2 -(x-*-i). 
(x-t-a) — fl> . (x-4- i).(x-4-2).(x+3)=o. 
Mettant en fuite pour a- fa valeur dans l'équation 
B , on a , après avoir divifé tous les termes par 

(ft-4-f *)"-'. f(k +lxy i^-H[ g _/-/.cx+3)] 

dx 

(x-t-j)] <? r=(4-Hijp)- x - | [tf+/(* + /*) K XJ*] > 
& le Problème eft réfolu. En effet, toute équation 
du troifiéme degré ayant nécefTairement une racine 
réelle, on prendra pour x celle de fes valeurs qui 
eft réelle, & il ne fera plus queftion que d ; intégrer 
une équation du fécond ordre , comme nous favons 
qu'on peut le faire dans tous les cas poflibies. Si l'équa- 
tion du troifiéme degré a fes racine^ inégales, & fi on 
a par conféquent trois valeurs de x que je nomme 
xi,X2,X3;il fera plus court de chercher les trois 
intégrales premières de la propofée. Or, fi l'on fait 

[a-+-f(k-\-lxyXdx] = n, & que 
ni, n 2 , n 3 foient ce que devient n lorfque x de- 
vient fucceflivement xi, X2, X3 ; on aura 

f (k + l x y^ + [ g -fl.(xi + 3 )] [k + lx] 
(*i+3)ly=ni, 
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( A 3+3)]y = n 3; • 

d'où l'on tire , en éliminant & , y — 
; ni ni v 

n j 

7F(A 3 _M)CA 3 _AO ; c ' eft fin!e com- 
plette de la propofée, fi chacune des quantités m, 
na, nj ne renferme point la même confiante ar- 
bitraire. Suppofons que l'équation du troifiéme degré 
ait deux racines imaginaires, & que par conféquent 
deux des valeurs de x , par exemple , a 2 & a 3 , foienc 
des quantités imaginaires telles que a 7 — x n \/—i , 
A 7 -f-A /7 ]/ — l. On voit d'abord que (A2 — Ai). 
(a 3 — xi) eft une quantité réelle , & qu'ainfi le 
premier terme de la valeur 'de y eft réel. Repré- 
fentons les divifeurs des deux autres par ]/ — 1. 
& — et-\-v]/ — ij ces deux termes deviendront 

- — zr^i — \S*-*V-D (k+ixfr-* 

ou, faifant attention que ( k l x)± K "V~ l =: 
cof.[A /7 log.(i4-/^]±lA— ifin.[A 77 log.(tH-/x;], 
& n'oubliant pas de faire les rédudions néceflaire*, 



\ 

X 
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— l* fin - [x " ,og - (* + **>3 + 

fcof. [*''\og.(k+lx)]-\-2[*(in.(x''\og.(k-hlx)) 
— « cof. ( x" log. ( k -+- l* ) ) ] /( k +lx /fin. [ x" log. 
(*■+•/#)] X^jr -H 2 [a cof. (x"log. (*-H*))4- 
« fia. [A* log. (,H-i*))]/(A-H*) x ' cof. [a" log. 

(f-l-i*) Xi jr J , quantité toute réelle. 

Je multiplie par <rdx tous les termes de l'équa- 
tion linéaire de Tordre n 9 & elle devient par -là 

Acydx+Bo-dy + C<r-^-+. 4- 

d*y 

U<r =X<rdx, dont le premier membre 

étant par Phypothèfe une différentielle * exaéte , a 
pour intégrale Ua- +A'. Or U<r j 

d. Ur d n — < y , Mt r „ d n y 
~~dx — ) dx— x *~ ^ n "'°* renc ' ant > f v ' ent 



'-(jr — Ml) f"' 

V (fx / — * ^ V d x 

d 2 ,U<r \ d n — * y 

* ^ — y "rfï^T" 5 & comparant les deux 

valeurs de jy^fgr-i^l-j- ^ 

c n — 7 y d n — 3 y / 
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-^r + ^nr) -£=f + a ' En 0 ^ rant tou - 

jours de la même manière, «on trouvera dC' = 



(d.S* d>.Tr di.Ur\d a -~*y 
17" dx* dx> ) dx»-* 

Q,-£3- + *.*c-(R_i£ 

d l .T* di.Ur \ d a —*y 

dx* dxî 
d.R* d*.S* dKTr d4.U*\d»— *y 



<f*J dr* )dx n ~~s " 



(f*.6 V rfî.TV dKUc 

dx* dxi ' d#4 

&c. Enfin on verra aifément que <r étant donné par 
l'équation (A) 

d.Bcr d*.C<r d*.C<r 

A<r £T~ H ÏT* ÏT7" + 

d n .U<r _ o 

dx n * 

la propofée a pour intégrale de l'ordre immédiate- 
ment inférieur (B) - ; 

-JT + ~77~) 75=r + — Ï7~ + 

d a .Tr rfJ.LTtr \ d*~ * y _ / ^ 
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a-\-fX a- dx. • 

Si on trouvent n — i valeurs de <r qui fatisfiflbnt à 
l'équation A , on auroit , en fubftituant fuccefli- 
vement ces valeurs dans l'équation B , n — I in- 
tégrales premières complettes de la propofée ; & , 

d*y d*y 

éliminant — ~ , — — , on parviendroit à une équa- 

tion linéaire du premier ordre, qui étant intégrée cora- 

{Nettement , donneroit l'intégrale finie complette de 
a propofée. 

Nommons *dx le fafteur propre à rendre inté- 
grable f équation A , ou 

(. . dB d*C d*D \ / D 

dC d*D . \ de- f dD B _ \ 

i*<r p dT 

17* ~ ' -± [S— (n — i) 
n.(n — i)-r-r H; h Y* — n — J 

à"— \<r y d n <r 

dx"— 1 ~ "77" ~~ ° ' 

& nous trouverons en opérant, comme nous venons 
de faire fur la propofée, qu'elle a pour intégrale com- 
plette de Tordre immédiatement inférieur (C) 

d n — 1 <r 
—l-i 
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£=r- • • • 



d^ ^ 

(D — &c. ) 4-&c. J <r =3 confiante , 

■ 

* • 

¥ étant donné par l'équation (D). • . . . x . . » . . . .** 

d* d** . d"* 

^ H _ B __+c_+ +u—=o. 

Si on trouve n — i valeurs de *¥ qui fatisfafïent à 
l'équation précédente, on aura, au moyen de l'équa- 
tion C , 1 intégrale finie complette de l'équation 
A ; & faifant dans cette intégrale fucceflivement 
toutes les confiantes arbitraires , moins une , égales 
à zéro, on parviendra à avoir n valeurs de <r, qui, 
étant fubftituées fucceflivement dans l'équation B , • 
donneront les n intégrales premières complettes de la 
propofée , avec lefquelles on éliminera les rapports 

-4-^- , &c, & on aura l'intégrale finie corn- 
dx dx* 

plette dé la même équation. Mais l'équation D n'eft 
autre que la propofée dans laquelle on auroit fait 
X=o; d'où il fuit qu'on aura l'intégrale finie com- 
plette de l'équation linéaire d'un ordre quelconque 

fi on peut trouver n~i„ valeurs dey quifetisfiuTent 
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à cette équation dans le cas de X 0 ; c*eft le Théo- 
rème démontré par M. de la Grange dans le troi- 
fîénie volume des Mémoires de Turin. 

S'il étoit queftion d'intégrer l'équation de l'ordre 

+ -^4- &c=eX, l'équation A devicn- 
droit alors i <r-~h -+-g 



<fx & dx* 

— r . |- & c — o. On fatistait a cette 

dx 

équation en faifant <r=(k-{~lx) K 9 x étant donné par 
l'équation du degré n , i — kl(* -+• i )4-gJ 1 1 ) 
(x4-2)-/i , (x-r-i)(x-H2)(^+j)-»-&c = o. 
Mettant enfuite pour <r fa valeur dans l'équation B, 
on aura , après avoir divifé tous les termes par 
(k-hLx) K + l > l'équation de l'ordre n — i, [h — g/. 
(A+a)+/i , .(x4-2),(x4-3)~&c,];- [g— 

//,(x+i) + &c] (k + lx) -4- (/— &c) 

f(k-hlx) K Xdx], On formera autant d'intégrales 
premières complettes de la propofée, que l'équation 
qui renferme x , aura de racines inégales ; & de 
cette manière on parviendra à une intégrale d'un 
ordre inférieur d'un nombre d'unités égal à celui de 
ces racines inégales. On raifonnera fur f équation ré- 
futante comme fur la propofée, & continuant tou- 
jours de même, on parviendra à l'intégrale finie 
complette demandée. 

La même méthode nous fêrvira pour intégrer 
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les équations linéaires entre un plus grand nombre 
de variables. Soit l'équation du premier ordre Ay -+* 

B{4-C~-4- D = X; je la multiplie par 

rdx, & fi par- là fon premier membre devient une 
différentielle exade , il a pour intégrale C<rjf-H 
Drj^S', S' ne devant renfermer que des x. Donc, 

àcaufede dS' = [A*— i^L^ydx + ^B <r — 
■-jj — J , il eft néceflàire que 24 <r = ô . 

— = 0. Une feule de ces équations fuf- 

fit pour déterminer c , l'autre eft l'équation de con- 
dition qui doit avoir lieu , pour que la propofée foit in- 
tégrable. Si , par exemple A, B , C, D étoient des 
quantités confiantes, la première équation donneroit 

r sss e << ; & fubftituant cette valeur dans la féconde, 
on verroit que dans ce cas , la propofée ne^ pourroit 
être intégrable , à moins que l'on eût AD — BC. 
Une variable de plus auroit donné une équation de 
condition de plus , & ainfi de fuite. 

Soit l'équation du fécond ordre Ay-+-Bi~jr 

dx dx dx* dx* 

la multipliant par rdx, on rend fon premier membre 
une différentielle eflbéte , il a poar intégrale de l'ordre 

immédiatement inférieur E<r^---t~F<r-~ S'. 

dx . dx 

PlJ 
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d^^Ary dx-\-B<rf dx ; donc S' = £o — 
i£L] 7+ [ D ,_^l] ? -HR', K ne devant 
renfermer que des x. En comparant les deux valeurs 
de dS>, on a iR'=(Ar ^ + 

(à. Dr 4».F# \ , x 

— 57-+—;^^ doù 

d,C r 

Ton tire les deux équations A* + 

- — aso , J5<r ^— -y— = o , dont 

dx* dx dx* 

Tune fervira à déterminer <r , & l'autre fera l'équa- 
tion de condition. 

En général , foit l'équation d'un ordre quelconque 



C i-l + &c . + Ai + B" iL + C" 4L -+- &c 

dx* dx dx* 

H-&c=X, qui renferme un nombre m de variables; 
on aura, en nommant <rdx le fadeur, ce nombre 

m _î d'équations A* H-p- &c=o, 

1 dx* 

h— &c = 0, j4"^ — 

1 . &c = o* &c. Une de ces 

dx dx* i 

• 

équations fervira à déterminer^ -, les autres feront 
les équations de condition qui devront nécessaire- 
ment avoir lieu pour que la propofée ait une in- 
tégrale de l'ordre immédiatement inférieur. 
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5*0. Etant donné entre les variables j , y , x les 
deux équations linéaires du premier ordre 

<D — = X'; on demande de trouver les valeurs 
dx 

compîettes dey & chacune en fondions de xSc de 
confiantes. Après avoir multiplié la première équa- 
tion par <rdx 9 & la féconde par <r dx , je les ajoute 
enfemble, ce qui donne (4<r-+- A' <r )y dx-l-(B<r-+* 
B'(r')tdx+(Cr'+-C <r')dy-h(Dr di=a 
C Xr-Ï-X' V) d x. Je fuppote que le premier membre 
de cette équation foit une différentielle exade, & 
que par conféquent il ait pour intégrale (Ce 4-CV) 
y-+-(D<r-+-D'<r')i plus une fondion de x & de 
confiantes que je nomme S'. On trouvera dS' = 

— j 1 dx; d ou 1 on tire pour déterminer 

«• & <r' les deux équations (A) • 

(«-£> + 

caufe de <fS'==0, on a S' = tf, & l'équation 

(C)- (Cf + P^) y-h(D«*-f* 

DV)j = /z+/(X(r+J(V)Jx On tâchera de 
trouver une valeur particulière de chacun des 
fadeurs <r & cela fait , on dégagera dans l'équa- 
tion C celle qu'on voudra des deux variables y & 1 , 

Pilj 
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y par exemple , & fubftituant pour y & leurs 

, a x 

valeur dans l'une des deux équations propofées , on 

aura une équation linéaire du premier ordre entre 

x & En intégrant cette équation, on ajoutera une 

confiante arbitraire , & on aura la valeur complette 

de ? en fonction de x & de confiantes. On mettra 

cette valeur dans ce qu'on a d'abord trouvé pour 

y y pour avoir fa valeur complette en fon&ion de 

x éc de confiantes, & le Problême fera réfolu. Je 

multiplie l'équation A par çdx, & l'équation B 

par çdx , je les ajoute enfêmble , & je fuppofe 

enfuite que le premier membre de l'équation ré- 

fultante fpit une différentielle exafte , ce qui donne 

(D) . .(Q + DeV-WC'ç + DY )<r' = b'i 

& pour déterminer î & î les deux équations 

d d * 

(F ; A t -4-B V+ C ±- D' = o. 

Lorfqu'on aura ? & ç' , on aura bientôt 
mais les équations £ & F ne font autres que les 
deux proposées dans lefquelles on aurpit fait Jf=0 
& À"' = o; rout efl donc réduit à trouver, dans le 
cas de X=o & de -X' = o, une valeur particu- 
lière de chacune des quantités y & Avec les deux 
équations E & F, on trouve ç'» 

AD'—Â'D CD 1 — CD if m »fk% 
. h — - . ; & fubftituant 

d w 

pour ç & -j— - leurs valeurs dans celle qu'on vou- 
dra de ces deux équations , il en vient une de cette 
forme C^ç + CB)^+(C)4-r=o.Ilfui5ra 



« 
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de trouver, au moyen de cette équation linéaire 
du fécond ordre, une valeur particulière de §> fi on 
en trouve deux , on aura , en nommant ç 1 & f 2 ces 
deux valeurs, ç'i & e'2 les deux valeurs de cor- 
refpondam es , les deux équations (C^iSp-De 1 ! )<r-4- 

Ufç' i)r = a ; d'où l'on tire, en mettant j pour 



fait dans les expreflïons de r & <r fucceflî veinent 
Tune des confiantes arbitraires égale à iero, & l'autre 
égale à 1 , on aura deux valeurs particulières de * t fa-" 

h-f , r a=s ; « 



voir c i 



r'2 



deux de S, ftvoir r > 1==3 O'-^P/» 

, • • ^ ■ ; • » 1 * Jri 

C/i^DA,^ On mettra ces valeurs fuoceffive- 



ment dans Pe'c(uarion G, & on aura tes, deux équa- 
tions (C^r-f-CV'i)^-4-(Dci-f.I>'<r'n î-4-d = 
/(Xfi+XVi)ix^ni ? (O2-+- C/i^-H 
(D*-2-|-DVa)f-f-i=/( X<r2-f-V* 2)Jat==? 
n 2; d'où il fera facile de tirer les valeurs complettes 
de .y & î qiie voici, ; ; 

y = (U2—b) (ni-fl), 

5 = (m —a) (ïl2—b ) , 

PlV 



Digitized by Google 



23a D v Calcul 

on a fait , pour abréger ( De- 1 -f- DV i ) ( 02-t-' 
Soit propofé de réfoudre les deux équations iy-\- 

Ci + 1») . (g' -JP. On aura f '= 

-Vf-V*-*- A-/- A/' - ' Ci+^-j-i & pour 
déterminer e l'équation (A'i— Ai') ? -f.[A'g— 

g'/) ( k + / * )* ~- = o. On fatisfera à cette équa- 
tion en faifant i=(k + lx)\ x étant donné par 
l'équation du fécond degré k'i — h i'-\-(h'g-^h o'-u 

tr—tf)l*+(gT—jf)*»—Oi & ? fera de 
cette forme (e-+-e'Zx; (k+lx)\ Si les deux va- 
leurs de \ font inégales & repréfentées par \i , a 2 ; 
on aura ? i=(*-H*) '> f^f*-!-/*)", ?'i = 
(e-t-e'Ui) (k+lxy>, ?'2=fe-4-e'/X2) 
(*•+■(*>»; & faifant pour abréger g +f e = e , 

/ g— /g =* , on aura r 1 = 

*Vi(ÂI Al) V 

T7î (W^.;,j (*-*-'*)-*'-'• ^nc ni = 
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pour abréger zff. (gc< '+g' c) — (g£+g> /)., 
[Je +f c)==(k) , __= (0 ,— _- « 

<*) » f ^f' = («) • 2/A'=CO, il vient 

(e)/X2] (ni —a), r ==i'[(i)-H 

(A)/A2] (£-Mx)"(ni — a)— l!Ui)+(h)l\i] 
(k'+'lxy i (n2 — b). Ce cas ne (ouffrira de diffi- 
culté que lorfque les deux racines feront imaginaires. 
Mais l'on fait qu'alors les deux valeurs M & a 2 
de A pourront être repréfentées , l'une par a'-j- 
tf V— 1 » l'autre par A'— a" j/— 1 , a' & a" étant 

des quantités réelles; & fi l'on fait ^^.y =» 

( i) -f- ( A ) ix 1 = e^^K — 1 , (g) +(e)Ixi = 

tes réelles , on aura . ty . ==^— j ]/— r, 

r-f-fe'/Ai y 
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Air.fi dans te cas que nous examinons nia 



r,~c,V—i y^^.f^-.^-^.x^x; & on a 
J' * ( «,■+-? „K — ' ) C t + î* )'*' v " ' ( n i — 6 )— 

*'( e — e,y—l) (M x (ni— a) — 

») (A+Uj '^-Cna— *).On 

doit le rappeller que (i4-i*)^»",^ l =x=cof. [x"log. 
(* -h/a:) li fin. [x"log. (k+lx)] ; Taifant 

donc ces fubftitutions , il vient , après avoir tir pour 
abréger cof. [x"log. (*-+-'*)] = m, fin. [x'tog. 
(k^lx)—n r (k-^xr''-'—p,y—2k'(k-i-ixy 

• m ■+ ( VV— n 1 f n P xd x + t f V»"~ 
«.g,)'™ ■+■(«!?, -*"«„"„) • «JftopXix — [tr,'f,+ 
VJ*"H-( e iA.— 'A* • «}/»/>X / d , ar-4-[(c ( e (i — 
VO •"»-+-(',>, • » 7 = 

[(V/-** *//«//) . ™+(a // v-«/ <i ).n]/^X<i*+ 
[( *// </—«/'//)• « —*(«/«/•-*"»//«/< ) Xix -H 

[ («/ «/-♦-«//'//) • "»•+-(«//«/— *,«//> • " ]/fl/> ^ *■+• 
E ( c // «, — « -r ( t, *, •+■ /, ) • » 1/"» P Fd* . ]» 

Lorfqu'on n'a qu'une feule valeur de x , foie ç = 
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D devient ( c X ) <r (V -+-/' e'ix )r* = 

^ -f- *; ou, faifant la confiante arbitraire 
égale à zéro , car il ne faut qu'une valeur parti- 
culière de <r, & une de r', — = v+fïl* „ 

pour abréger. Je mets dans l'une des équations 4 
ou B, dans l'équation B, pour <r fa valeur c'V, 
& je la change par-là en celle-ci [(ft— fl). c ''-h 

V-rn*'-(fc"+f') (k + lx)~=^o; d'où 

l'on tire, en faifant pour abréger 

{h—fl) . t '>+h!—ri . . , • 
— = x', 

r = c"(i-t-/.r) / . Subftituant pour <r & V leurs va- 
leurs dans l'équation C , on a ( S. c" -§- g' ) V •+• 

(t'X+VUx = h. Donc y _ "-(A"^')T 

& fubftituant pour y & leurs valeurs dan? la 
vièconde des deux équations propofées, il vient [A', 

q ui » étant raife fous la forme que voîci d\-h 
\+* x l = nVijr, donne ^ + )~ fc-f. 

/ ( k H- / x ) 1 n 9 dx).S\ l'on vouloit le cas où k = 1 
& Z = o , on feroit x i égal à une quantité //. qui 
feroit donnée par l'équation du fécond degré Ai — 
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& , nommant ^ 1 & m 2 les deux valeurs de p 
lôrfqu'elles font réelles & inégales, y! -\- p ]/ — l 
& fjl — 1/ — 1 ces deux valeurs lorfqu'elles font 
imaginaires, en aurolt Im=/aI, iX2 = ^2, 
W=fjL' 9 Ix" ==/*". De plus, lorfque K = l & 

i=o, on a 5 ^ = * & (K-*-Ix) v = 

( K *"* ; donc , Sec. 

Maintenant foient entre les variables f f y % x y u, 
les trois équations linéaires du premier ordre Au-{- 



=X /; . Après avoir multiplié la première par *<i*> 
la féconde par <r'd.r, la troifiéme par <r*Jx, je les 
ajoute toutes les trois enfemble , & je fuppofe -que 
le premier membre de l'équation réfultante (A<r^ 
A'*' -4- A'*")udx -4- (Br-fKfiV -H BV')^ d x + 

( O + C V + C"<r ,t )ldxA-{V(r+D'<r'~)rD , 'e) 
du + (Ea- + E'<r , + E''<r")dy-ï-(F<r-{-F'<r , -l-F''r) 

di=(X*-t-X'r'-\~X"<r")dx 9 foit une différentielle 

exacte, ce qui donne (A) (D<r-\- 

D' er'+DV") U + ( £ er -4- fcV -4- £V ) y -4- ( F «• -f- 
FV+FV) Xr + X' r^XV)<fjr; & 

pour déterminer 0* , t & o-" les trois équations 

(B).. ........ (^-_)r s +(^_) 

«Ly^p^L- D'il- 
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«•^■=•0.(0.. («--£> + 



*■ 77- £ -77- = °» f°) • 

11 dr . dr' d t" _ „ _ 

c" — F— — F'— F -t— = o. Lorfqu'on 

aura trouvé une valeur particulière de chacun des 
fadeurs e*, t & a*", on dégagera dan$ l'équation A 
celle qu'on voudra des trois variables u , y & ^ , u 

par exemple ; & fubfiituant pour u & leurs va- 
leurs dans deux des trois équations propofées , on 
aura deux équations linéaires du premier ordre entre 
y & *; c'eft-à-dire que de cette manière on ra- 
mènera le Problême au précédent. Si on trouvoic 
trois valeurs particulières de chacun de ces fadeurs, 
il feroit bien plus court de former, au moyen de 
l'équation A , trois équations qui renfermeraient 
chacune une confiante arbitraire, & avec lefquelles 
il feroit facile de trouver les valeurs complettes de 
u , y & f , Je multiplie l'équation B par f à x , 
l'équation C par £àx % l'équation D par ç'dx; & 
les ayant ajoutées enfemble, je fuppofe que le pre- 
mier membre de l'équation réfultante foit une dif- 
férentielle exacte , ce qui donne d'abord ( E ) \ 

(D,4-£?'^Fe'')^ + (D f e-+-£'?-f-FV')-'-f- 

(D''? + £7+FY)<r ff =i'; & pour déterminer e, 
ç' & ç" les trois équations (F) 

ax . ax juJf 



1 



338 D V C A L C V t 

(G). A t+ÏÏj+Cg' + 

dx dx 

B" ? '- t -C"ê''4-P"4 L + £ "4^-t- f '"-T^ = °- 

dx dx dx 

+ Lorfqu'on aura ç & ?" , on aura bientôt les va- 
leurs complettes de <r, r' & <r"; & faifant dans chacune 
fucceflîvement deux des confiantes arbitraires égales 
à zéro , & la troifiéme égale à 1 , on aura trois va- 
leurs particulières de ^, trois de r , trois de c" ; & 
le Problème fera réfoîu. Mais les équations F, G & 
H ne font autres que les propofées dans lefquelîes 
on auroit fait X=o, À" = o, X" = o; tout eft 
donc réduit à trouver dans le cas de X=o , X '=o a 
X"=o, une valeur particulière de chacune des quan- 
tités u , y & Deux quelconques des trois équa- 
tions F, G & H ferviront à éliminer ç" , & on aura 

f "=[^] ? H-[B] ? '+[C]-^-H-[D]-^- ; ayant 



éliminé { & , ces trois équations en donne- 

d x 

ront deux autres qui étant différentiées feront de cette 
forme (A)t + (B)J+(C)^ +(*>) " 



(E)-j-p-f-(F) -^-=o. Je les nomme 1 & 2, 
& j'ai cinq équations F, G, H, 1 & 2 , avec lef- 
quelîes je trouverai ç'= [ 4' ] e -4- [B' ]— 

[C]— ■ — . En éliminant -- — dans les équations 
* dx 1 dx x 1 

l & 2, il en vient une qui étant différentiée, pourra 
être repréfwttée par (3) (^) Ç + (B") Ç ' + 
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<G") a. Avec les fix équations F, G, H, 

1,2,3, j'éliminerai {, ~-.t, — -, • 

& j'aurai , pour déterminer ç , une e'quatîon linéaire 
du troifiéme ordre , à laquelle il fuffira de facisfaire. 

On fuivroit le même procédé fi on avoir, à ré- 
foudre un nombre m d'équations linéaires du pre- 
mier ordre entre un nombre m-4- 1 de variables u % 
y, f , &c, & & fi on pouvoir trouver m valeurs 
particulières de chacune des variables w, y , &c, 
dans le cas de X=o , À'=o, &c, ou, ce qui re- 
vient au même, m valeurs particulières de qui 
fatisfifTent à l'équation linéaire de l'ordre m entre x 
& ce fafteur, le Problème n'auroit plus d'autre dif- 
ficulté que celle d'éliminer un nombre m d'incon- 
nues , avec un même nombre d'équations du pre- 
mier degré. 

Entre les variables f , y, x 9 j'imagine deux équa- 
tions linéaires du fécond ordre Ay-\-B j+ C— h 

réfoudre ces équations, je fais -~=zp > -il-— 

dx * dx 2 

& j'ai entre les cinq variables p , 7, x,y , quatre 

équations linéaires du premier ordre A y -h J3 { -H 
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^i- a=o. Je multiplie la première par r i x , la 



5— _ 

féconde par <r'i * , la troifîéme par r dx > la quatrième 
par *'dx ; & les ayant ajoutées enfemble t il me 
vient ( A* i4V) y d x + (Hr + ïr'){i* + 

(£<rH-£V)d/> + (F<r-4-F«rV?— r'iy— f À 

(Xr«4-X'r)ix. Si on fuppofe que l'équati 
cédente foit intégrable , on a ( A ) . . . . 

f(X<r+X'(r)dxi & pour déterminer les quatre fac- 
teurs, ces quatre équations (B) Ar-\r 

^+-^1=0, (C) B*-*-£V4- 

c r 



équation pré- 
>••••• 



T / + r < _ £ ±L _ £' ~=o , (E) 



[ D '_4L]., +[ff _-]., + ,._^_ 

f ' = o ; d ou 1 on tire , en éliminant -r—, — , 

dx dx dx 

les deux équations du fécond ordre, '(F) 

AD 
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F — ; h F' = o. Paurois pu tout d'un coup 

dx* dx* r r 

multiplier la première des deux équations propoféespar 
<rdx 9 èc la féconde par ^x.cequim'auroitdonné (A<r-+r 
A<r')ydx-t-(Br-hBV) \dx+ (O+C V) dy+(D*+ 

(X«--+-XV)rfjr. Si le premier membre doit être 
une différentielle exaâe , il a pour intégrale ( £ <r 

p/)4î.4.(Fr+F/)4^+S r , S' étant égal 

» ... 

de confiantes que je nomme fi'. On trouve <ffi'= 

expreffion qui feroit abfurde fi le coefficient deydx 
né toi t égal à zéro auffi bien que celui de ? x. Cela 
donne les deux équations F & G ; & , à caufe de 
fi' a confiante , ( H) 

C '" )j+(l?*+DV- 

Q 
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f l*:*** ) y-t-, —/( X*+X>*)A*. On 

verra aifément que H eft identiquement la même 
chofe que A \ car les équations B & C donnent 

"L—^-^lv j^c^ç^ 



— £r — fiV=_ 



V " > d ou l'on tire — 



dx dx 

4r"=r=:Cr-t-CV 3 — > — / aD* 1 

a* 

i(Fr-t-Fr') * 

Dr — - — • Loriqu on aura trouve deux 

valeurs de <r & deux de f , on aura, au moyen de 
l'équation H , deux équations qui renfermeront cha- 
cune une confiante arbitraire j ces deux 



ferviront à trouver y y & par conféquent -^-; 

fubflicuant ces valeurs dans une des deux équations 
proposes, on aura une équation linéaire du fécond 
ordre entre x & \ \ cette équation étant intégrée 
co m piètrement , on aura la valeur de ? qui renfer- 
mera les quatre confiantes arbitraires que le Problème 
exige ; iF ne surgira pros que de fubfhtuer cette va- 
leur dans ce qu'on a d'abord trouvé pourjr. S en 
trouvoit quatre valeurs de chacune des quantités r & 
, on formeroit , au moyen de Féquation H , quatre 
équations qui renfermeroient chacune une confiante 
arbitraire, & avec lefquelîes il feroit Sicile de trouver 
les valeurs complétées de y & r. Je multiplie les deux 
équations F&G, 1\mq par i{x s fouirf par BC 
par un procédé analogue au précédent, je trouve 
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d'abord l'équation (I) ".v. « . » 

dp 1 \ 

F' #•' = confiante ; & enfuite pour détermi- 

♦ 

ner ? & ç les deux équations (K) •••••] 

A f + B f . + C £ + D -g. + £ + 



- ^ ^o. CL) ,4'j+£<g/-H 

C^-+D^+£'-^- + ^=o, qui 

rte font autte* <fue les déûx propofées dans îefquélles 
on anfoit fait X=o & X'=o. Si on trouve deux 
Valeurs dé chacun des faâeurs ? & il fera bien 
facile de trouver enfuite les valeurs complettes de 
* & ** y & farrfam dans chacune fucceffivement trois 
des confiantes arbitraires égales à zéro, & la quatrième 
égale à I, on aura quatre valeur? de r , quatre de 
cr' , &r te Problênte fera réfoluv 

, Avec tet équations K & L, fffiandé , & 

j'ai une équation qui étant dilférentiée . éft de cette» 
forme (1) • (A#-h(B 

d ] f 

(G) ^-7 = 0* Ces éguatida» KyLy » fe*v5fow à 

Qij 
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trouver f'= [A]ç + [B] -j^--f-[C] ** V 



[ D ] -j-Ç-* Cela fait , avec une des équations K & 

L & l'équation i , j'éliminerai , & f aurai une 
équation qui étant différentiée , fera de cette forme 

(2) C^r-KBOf'-t- 

di> if' d % e <?V 



tfx dx x 
(GO-^-H-(HO-^f- = o; il ne refte plus qu'à 

éliminer ç', , -j^- avec les quatre équations 

K, L, i & 2 , & il viendra pour déterminer f une 
équation linéaire du quatrième ordre entre x & ce 
faâeur. x 

Soit propofé de réfoudre les deux équations linéaires 
du troifiéme ordre Ay^Bj+C-~+D~^^ 

f ^ dx ^ dx T dx* ^ dx* ~ 
G'i^+H'-^==X'. En faifant = 

dx* dx* dx r 

ir =î ' 17=^17=^ on aura entre ,es 

fept variables, p, //, g\ *,jr, f fix équations li- 
néaires du premier ordre qu'on réfoudra comme nous 
avons enfeigné à le faire. Mais plus Amplement on 
multipliera la première des deux propofées par cdx, 
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éc fautre par vix , on les ajoutera enfemble, & on 
aura une certaine équation dont on fuppofera le pre- 
mier membre une, différentielle exacte , ce qui don- 
nera (A), (Gr+GV)-^!. -h 

<x=/(X<r-t-«XV)d*; & pour déterminer <r & <r 
les deux équations (B) 

( A _àc £G\./ A ££ . 

V* 77 + ttt - tttJ' v 4 77 + 
~> dir) * ~ \ c " 2 ~dT "*~ 3 ïtv 77 

V ' dx J dx* dxi 

C— -oîCCj 



V d* ^ <fx* <fx» ) V rfx 

77 ~ [? ~ 2 77 + -3 — ) 77 + C F ~ 

Qiij 
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dH \ ef»« ç.H' \ dW 



H' -— ^- = o. Lorfqu'on aura trouvé trois valeurs de 

» & trois de on aura au moyen de féqiiation A 
trois éqyations qui renfermeront chacune une conf- 
iante arbitraire , ces équations ferviront à trouver j?, 

«~-, JrJL- , & par conféquent «-^— \ fubftituant 

ces valeurs dans une des deux équations propofées , 
qo aura une équation linéaire du troifiems ordre entre 
x & \ ; cette équation étant intégrée complètement, 
la valeur de j renfermera les fix confiantes arbitraires 

Î|ue le Problème exige, & il ne s'agira plus que de 
ubftituer cette valeur dans ce qu'on a d'abord trouvé 
pour y. Si on trouvoit fîx valeurs de chacun des 
Ta&eurs a- & r 7 , on formeroit , au moyen de l'équa- 
tion A 9 fix équations qui renfermeraient chacune une 
confiante arbitraire , & avec lefquelles il feroit plus 
facile encore de trouver les valeurs complètes ae^ 
& 7. Je multiplie les deux équations B & C, l'une 
par gdx,J'autre p*r ç'dx\ & je trouve poilr dé- 
terminer ? &?' les deux équations (D) 



autres que les deux propofées dans lefquelles on au- 
roit Cait X = o $c -X'== Q, Je trouve enfufee l'équa- 
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tlon (F) 

(Cr+He'J-^"HCf+H , < , )^~([B- 

4£ + -]. t+[ H.--].A +G ^ + 

d* p' \ 

H 1 -^t-J * 35 confiante. Lorfqu'on aura trois va* 

leurs de chacun des fadeurs f & f\ il fera facile de 
trouver les valeurs complexes de <r & <r'; & faifant 
dans chacune fucceffivement cinq des confiantes ar- 
bitraires égales à zéro , & la fixiéme égale à 1 , on 
aura fix valeurs de r , fix de r', & le Problême 
fera réfolu. On le réduira encore à trouver trois va- 
leurs de ç qui fatisfaffent à une équation linéaire du 

fixiéme ordre entre e & 

Si on avoit à réfoudre un nombre quelconque 
d'équations linéaires . la première de Tordre m» la 
féconde de l'ordre m! % &c , entre un nombre de va- 
riables x >y t 1 , &c, plus grand d'une unité ; on pour- 
toit , en fâifant -y^^=sp 9 ~- — a % ~-==rr, &c, 

dx f \.ix . dx . .„ 

Qiv 



o- 4-3 



Du Çàlcul 



& ainfi des autres variables \ , &c , réduire le Pro- 
blème à n'avoir à réfoudre qu'un nombre m-f-m'-f- 
&c = n d'équations linéaires du premier ordre. Mais 
il fera plus court d'opérer fur ces équations fans autre 
préparation que de les multiplier chacune par un 
fadeur convenable. Des deux manières on parviendra 
à un réfultat tel , que le Problème n'aura d'autre diffi- 
culté que celle d'éliminer un nombre n d'inconnues, 
avec un même nombre d'équations du premier de- 
gré, fi on peut trouver n valeurs de chacune des 
variables y , \> &c dans le cas où le terme de chacune 
des équations propofées, qui ne renferme pas ces 
variables , feroit égal à rero. Ce Théorème eft comme 
celui de l'article précédent de M. de la Grange; j'ajou- 
terai que le Problême fe réduiroit encore à l'élimi- 
nation des mêmes inconnues , fi on pouvoit trouver 
n valeurs d'un des fadeurs qui fatisfiflent à l'équa- 
tion linéaire de l'ordre n , entre la variable or & ce 
fadeur , à laquelle on peut toujours parvenir par de 
fimples éliminations. Lorfque les équations proDofécs 

feront de cette forme iy^h(i + lx) --p- + 



l'équation de l'ordre n entre x, & l'un des fadeurs 
que je homme f pourra être repréfentée par (i)e+ 

fi), (h)> (g),&c, étant toujours des quantités confiantes. 
Mais nous favons qu'on peut généralement intégrer 
cette équation ; ainfi nous trouverons e avec n conf- 
iantes arbitraires , & : faifant fucceflivement toutes ces 
confiantes , moins une , égales à zéro , & celle-ci 
égale à I, nous aurons n valeurs particulières de ç » 
& le Problème fera réfolUt 




•+. &c -h i'i &c -+- &c = X . 
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p. Dès 1747, M. d'Alembert, dans fon excel- 
lent Traité de la caufe des Vents, avoit indiqué la 
méthode que voici pour intégrer les équations li- 
néaires. Soit l'équation du fécond ordre A y 

dy d*y dy 

X-J^+C Tpr = x î on fera — =p , & on aura 

Jes deux équations du premier ordre p ~=sO, 

dx- 

Ay+Bp-\-C— - =X. Ayant multiplié la première 
par r , on l'ajoutera à l'autre , ce qui donnera A y + 

iB+*)p+C^~-*ljL=*X. On fera C/> — 

dx dx r 

r jr = ' . & l'équation précédenre deviendra (j4-H 

quelle on tâchera de donner cette forme rij-t- 
-j— = , n étant une fondion de X & de conf- 
tantes. Or comme m = nC/? — n<ry, il faudra que 

dcr dC 

A-h-r-= — n<r, B h = Cn. On tire 

a* dx 

dC 

B- 



de la féconde n = - -h-^- = iM 



C C ' c v 

& fubftituant cette valeur dans la première , on a 
pour déterminer <r , 1 équation . A C JB <r *** + 

C—j <r ~- — =0 , qui devient, en faifant -^-= C, 

^4-JSC-h«'-+-C-^-=o.Ladifficultéeft,comme 

nous l'avons déjà remarqué , de pouvoir fatisfaire à 
l'équation précédente ; mais C trouvé , on a r—CG, 
n = -+• C , j = «-/< B.* ) i »(«-j-/e/( c }d-Xd * ) ; 



I 
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&, à caufc de Cp-~*y=**> Cy=»^i-,&c. 

Soient /f=i, B=*:fc, C = g, ces coefficiens 
étant conftans ; on prendra * égal à une confiante / 
qui fera donnée par l'équation du fécond degré ig-h 

kf 4-/* =5=0 , qui étant réfolue donnera ± 
^/^-î ig^. Cela pofé, fi Ton nomme / 

& fi les deux valeurs de/, s I & J2 les deux valeurs 
de s correfpondantes, on aura 11 =c * 

A 4- /' * H-/* * -4-/* 

fe—7- x Xdx), s 2 =e —*&+fe-7~*Xix)i 

&, àcaufedeg^ — f l y = sl »ZP — f 2 J— s2 * 03 

aurajr= . Lorfque les deux valeurs de / fe- 
ront égales, on fuppoferapour un infiant qu'elles diffé- 
rent d'une quantité infiniment petite ? , ce qui donnera 

fi— £ — ?>/2= L +f J a _/ I=af ; & 

5i=e ** (acg -\-c g fetg e gXdx) % s2 = 
e **(ie £«+-c * /e^e > * )• Mais 

g = 1 dt -y • en négligeant les quantités in- 
finiment petites du fecond ordre; donc -4——-= 

€— û( a+b * fe?*Xxdx-i- —feHxdx) ; 

i S 
a — b . a-hb 

on a mis 4 pour — — — -, b pour - — , ce qui 
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eft bien permis, puifquç a & b font arbitraires, & 
on a négligé, comme on le devoir, le terme mul- 
tiplié par Cette manière très-fimple de réfoudre 
le Problème, lorfque l'équation qui renferme/ a des 
racines égales , a été donnée par M. d'Alembert dans 
les Mémoires de Berlin de 1748, où il a développé 
les méthodes dont il effc queftion dans 'cet article. 

Etant données , entre les variables f , y , x , les 
deux équations linéaires du fécond ordre Ay-+>Bi-** 

on fera-^=/>, -^~ = j, & on aura les quatre 

équations du premier ordrt p ~- = o , q — 

~ = o 9 Ay + Bï + Çp-hDq-hE-^ -h 

» 

àq 

F'-^- = X / . Il faudra multiplier la première par 

r, îa féconde par ', la troifiéme par «r", Se enfuite 
les ajouter enfemble , ce qui donnera ( A r^-t-A^y-h 
( B «-"-f-B' ) ( t 4- C <r"-f- C ) p -H ( ^ H- Z> 

+ 

CF^' F' ) JLwmX4 l +X f . Soit (A) 

— <ry— V? + (F «■"-+• E')p-h( F r"-HF / ) f =»« } 
on change par- là l'équation précédente en- celle-ci, 
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(^''^'+4r>+( B ''' +B ' + -£r) t.* 

dx J dx . 

en forte de rendre identiquement la même que 

(B) nj+ 4i-=X<r''4-X'. Or comme 

dx 

n j = — xi* y — n/î + fE^ + Fjn^ 
(Fw"+F)Tlq , il faudra faire A + 

— = — n<r, B^+B'H- — = — n*' t r-4- 

ûjc ax 

C^ +C /- d(E °"-*- E 2- = ( Er"+E>)Tl, 

dx 

d( F *" -4- F) 

*>+D*"-+ D' ( , } = (F^'M-F) n; 

& ces quatre équations ferviront à déterminer n, 
c t T f ôc v". Si on trouve quatre valeurs de cha- 
cune de ces quantités, on aura, au moyçn de l'équa- 
tion B qu'on intégrera complettemenc , quatre 
valeurs de s qui renfermeront chacune une conf- 
tante arbitraire ; & fubftituant fucceflivement les 
quatre valeurs de chacune des quantités <r, r" 
éc s dans l'équation A, quatre équations qui fervi- 
ront à éliminer p & q , & à trouver les valeurs com- 
plexes de y & f , &c. J'aurois pu multiplier la pre- 
mière des deux équations du fécond ordre propofces 
par <r , & l'ajouter à la, féconde , ce qui m auroit 
donné (A* -f- A')y +.(B<r+B')i~h(C <r + C ) 



dx v ' dx dx* 
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(Fr+F'j -0.=Xr+X'. Soit (Er+E')y-h 

(F<r-t-FO?=i; d'où l'on rire (Eo-+-E') -j£"+" 

( F) 41- - il — i£l±£L, J 

ÛX flJC uX 



d*x d{E<r+FJ) iy i(F*+F) d^ 

-2 — : — — 2 



dx* dx dx dx dx 

— d*» s -y J71 — * Je ^s* 5 par ces 

fubftitutions Téquation précédente en celle-ci ^/Jr-H 

fant en forte qu'elle foit identiquement la même que 

m+ir 4^4- 4^- = + 11 me vient, 
pour déterminer n, n' & r quatre équations ^r-f* 



dx ' * ~ - <fx 



1 



Du G a te jf & 

je trouve donc une équation de condîtïofT, c'eft^ 
a-dire que de cette manière le Problème ne peut 
être réfolu que dans quelques cas particuliers. &nv 
pofons que les coeffîciens A , JS , &c, foient des quan* 
tités confiantes ; le Problème fe réfoudra de la pre 
miere manière, en faifant c, #' & <r" confiantes, Se 
ces quantités feront déterminées par les équation* 
A*"+A' B <r" B' g + C.»+C _ 

On aura a reloudre une équation du 



F*"-*- F 

quatrième degré , dont les' quatre racines donneront 
les quatre valeurs de chacune des quantités n , r , / 
& r • Au lieu que de l'autre manière on n'a qu'une 
feule inconnue r & les deûx équation* (A*+A) 

(F<r + F) — (Br+È') + CCr+Cq 

(Fer 4- F' ) =c( D <r -fr-D* ) ( £ r tf). Le Problème 
ft'eft donc foluble de cette manière que dans quelques 1 
cas particuliers ; par exemple , lorfaue A > A\B ,W 
font en même tems nuls ; ïbrfque C 9 C\D 9 D' (ùa% 
en même-tems nuls ; lorfqu'on a en mdme-tenlls A-= 
C, /fr=»C\ &=±D>. 

Il refte toujours ce Problême à réfoudre, trouver 
tl valeurs de y qui fatisfaffent a Féquation A y •+• 

B^--f-........ + l/i^.==âf. Of, û par 

h réparation des indéterminées , ou en la multipliant' 
par quelqu'autre fadeur qu'une fonction de x feule* 
ment , on parvetioit à intégrer corapleTremer* cette? 
équation ; on aupoit , en faifant fucceflivement dans 
l'intégrale trouvée toutes* les* confiantes* arbitraires 
moins une égales à zéro, les n valeurs deiirées. 
Mais ces recherches ne peuvent point trouver place 
dans un Chapitre où nous n'avons en vue que de 
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développer les règles fondamentales du Calcul inté- 
gral , en les appliquant à des exemples choifïs. Nous 
ajouterons feulement qu'on doit voir, par ce qui 
précède , qu'il y a deux méthodes bien diftinâes , 
d'intégrer les équations différentielles ; Tune con- 
fiée à féparer les variables dans ces équations ; 
l'autre à trouver des faâeurs propres à les rendre in- 
tégrables. Nous traiterons de chacune de ces méthodes 
dans un Chapitre particulier, 

y 2. Mdy étant un terme de la différentielle exaâe 
d'une fonction quelconque \ de y , x , & c , fi nous 
désignons par fMdy l'intégrale de ce terme prife 
par rapport feulement, il eft clair que Mdy eft 
ia différentielle de fMdy en ne faifant varier que y\ 
mais quelle eft la différentielle de cette formule inté- 
grale en regardant toute autre quantité , x par exem- 
ple , comme variable? M. Léibnitz a le premier réfolu 
ce Problème dont on a depuis fait de fi heureufes ap- 
plications. Je fuppofe que la différentielle de fMdy , en 
faifant varier x , foie égale à Kd x , K étant une fonc- 
tion inconnue dey, x , &c* On trouvera que Mdy-+* 
Kdx font deux termes de la différentielle de / Mdy, 

dM dK " : * 
& que par conte quent » sas » c* ou 1 on are 

-££î i y= 4^- à y. Donc ~~ dy eft la différentielle 
dx ^ dy dx 

de K , en ne faifant varier que y ; & K par confé- 
quent ne peut être égal qu'à \— — dy plus à une 



fon&ion qui ne renferme point y. Mais tous les 
fermes de fMdy devant néceflairement renfermer y 9 
cous ceux de K , qui eft le coefficient de dx dans 
I* différentielle de cette formule , doivent aufli ren- 
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fermer la même quantité, donc K eft égal à dy> 

& dx J-j^-dy eft la différentielle de fMdy 9 ea 

ne faifant varier que x. 

Une remarque importante , c'eft que fi la fonc- 
tion ? eft telle qu'elle doive être nulle dans fhy- 
pothèfe de y égal à une confiante a ; toutes les dif- 
férences partielles de j, excepté M ou feront 

néceflairement nulles dans la même hypothèfe : fi 
cette fonction eft telle qu'elle doive être nulle dans 
Thypothèfe de^=«&dejr=i; toutes les diffé- 
rences partielles de z 9 excepté & feront 

dy , dx 

néceflairement nulles dans la même hypothèfe : & 
ainfide fuite. Pour éclaircir cela par quelques exemples, 
fil = a -hx—y — + x x —y>) t y = a rend ç 

& ■ * — ) chacune égale 

i 2ero ; mais il ne rend pas nulle ~- se — i -u 

dy 

Af—Babu—Cb\ jy=tf & *=£ rendent r fie -Il 
(=B#y — Bat) chacune égale à zéro; mais ces 

fuppofitions ne rendent pas nulles — = Buy-u 

dx y 

aCx, -^=2Ay + Bux. U fuit de cette re- 
marque que fi la formule intégrale J Mdy eft 
nulle dans Thypothèfe de y égal à une confiante a, 

cette 
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cette autre formule intégrale J -r— - dy , qui eft le 

coefficient de dx dans la différentielle de la pre- 
mière , eft néceflairement nulle dans la même hypo- 
thèfe. 

Dès 1720, M. Nicolas Bernoulli fit ufage du 
Théorème de M. Léibnitz, pour réfoudre le Pro- 
blême des trajectoires ; voici en quoi ce Problême 
confifte. On fuppofe une infinité de courbes telles 
que A M m ( Fig. 21 ) toutes comprifes fous la même 
équation de la manière fuivante. Cette équation , 
outre les coordonnées BP(x) t PM(y), renferme 
un paramètre a, qui fera confiant pour cmique courbe; 
mais qu'on fera varier pour les avoir toutes fuccef- 
fivement ; c'eft ainfi qu'en faifant varier a dans l'équa- 
tion y % sa a x , on auroit toutes les paraboles décrites 
fur le même axe , & ayant leurs fommets au même 
point. Cela pofé, on demande la nature de la tra- 
jectoire EAf/Lt, qui doit couper une infinité de cour- 
bes , toutes comprifes fous la même équation , en 
faifant avec chacune un angle confiant /txAfm. Au 
point de fe&ion M, la trajectoire & la coupée A M 
auront les mêmes coordonnées x de y ; or fi nous 

défignons par la tangente de l'angle que la tra- 

dx 

je&oire fait à ce point avec la ligne des abfcifles, 
il faudra employer une autre caraâériftique pour dé- 
lîgner la tangente de l'angle que la coupée fait au 
même point avec la ligne des abfcifles ; nous défi- 

gnerons cette tangente par Etant donnée l'équa- 
tion des coupées , on la différentiera , fans faire varier 
le paramètre , & on aura le rapport — — ; en diffé* 
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rendant l'équation de la trajeftoire , on auroit — 
L'angle mAf/x, qui eft la différence de deux angles, 
dont l'un a pour tangente -j^- , & 1 autre -j^- % 

(h *j\ ( ' . *y 

a lui-même pour tangente ^— - — J : ^ 1 -r -77 

-i:L^ ; & comme par f hypothèfe cet angle eft 
confiant > on aura l'équation ( A ) . »! 

( I _t4 L )4 L = * + ^ Avcc cette éc l ua " 

tion & celle des coupées , on éliminera le paramètre 
a , & on aura une équation entre ^ & # , qui fera 
celle de la traje&oire. 

Je fuppofe que toutes les coupées font des lignes 
droites , qui partent du même point , & qui ont pour 

équation y = a x. On en tire — ~ = a > & l'équa- 
tion A devient (1— afr)-^- = t4-*> dans la- 

quelle fi l'on met — pour a , on aura ( x — by ) 

d^=(fex-+-^)<ix qui fera l'équation de la tra- 
jedoire. Cette équation étant homogène , on fera 

2L = U , dy=uix-+-xdu , & on la changera en 
-9 

çelle-ci ( I — bu)(ud x-+-xdu) = ( b + u) dx> 

bdx du budu 

4'PÙ l'pa tire — =w -7— • * 
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ilog. x = A tang. « — h Jog. p ( l H-u* ) log. m. 

Mettant — pour u, on a b log- = 

y 

tang. — , équation qui exprime la nature de toutes 

lesfpiraîes logarithmiques, comme nous allons le dé- 
montrer dans un moment. Si la trajectoire doit être or- 
thogonale , c'eft à dire fi elle doit faire avec les cou- 
pées un angle droit, on a b infini , & par conléquent 

l 0 g. Sl££t2l2 s0) d'où Ton à**y(x*+fï*=M È 
m 

équation au cercle. 

Si on conçoit que l'extrémité A du rayon CA 
(Fig. 22), mobile autour du centre C, décrive uni- 
formément la circonférence ABPA, tandis qu'ua 
point mobile parcourt auflî d'un mouvement uni* 
forme le rayon CA allant de C vers A; ce point 
mobile décrira par la compofition de ces deux mou- 
vemens une courbe CDMA à laquelle Archiméde 
a donné le nom de fpirale. Je fnppofe que le rayon 
CA étant en CP le point mobile foit en M; on 
aura, en nommant r le rayon CA , irr la circon- 
férence entière ABPA, CM, ?. & l'arc ABP.sV 
on aura , dis- je , cette proportion r : : m : s ; d'où l'on 
tirej=9r^, c'eft l'équation de la fpirale d'Archiméde. 
Maintenant on demande que la fpirale faffe toujours 
le même angle avec les rayons tels que CP; c'eft- 
à-dire que menant une tangente MT à un point M de 
la courbe, les angles CMT foient conftans. En 
nommant CO, *, OM,y> CM, \ t l'angle M CE, s\ 

dx 

on a le fïnus de l'angle TMO = ; , . — 7— j 

Rij 
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& le cofinus du même angle = — ■ ^ - — - ; 

• f s~\ * m*t* dyçots — dxfm. s . 
donc fin. CMT= — — — — . Mais ^ = f 

fin. j, #=7 cof. j, dy = d\ fin. j-f-^j cof. j, 
^at=^î cof. s — frfifin.j, ]/( i* 1 -*- dy*) = 

ViiV+td,*y, donc fin. cjir -^y^ . 

L'angle CMT étant confiant par l'hypothèfe, fon finus 
eft égal à ùne quantité confiante que je nomme a , ce 
qui donne l'équation ^ds=za\/ (d f*-+-ï a ij a ), ou, 



faifant pour abréger * r- — b > — à s. 

On tire delà b log. — =s , ou t log. — ^ ? = 

y 

A tang. — . On verra aifément que la courbe dont 

nous venons de donner l'équation , ne doit pas pafTer 
par le centre C; qu'elle fera une infinité de tours 
autour du même centre , & qu'elle eft conftrudible 
par la logarithmique. Ce font ces deux dernières 
propriétés qui la caradérifent , & qui lui ont fait 
^donner le nom de fpirale logarithmique. Avant que 
de finir cette digrelîion, je parlerai d'une autre courbe 
méchanique dont je ferai bientôt ufage. 

Cette courbé eft la cycloïde que Ton décrit de la 
manière (uivante.On imagine que le demi-cercle CEE 
(Fig> 23), dont le diamètre EC eft perpendiculaire 
fpr EA 9 roule fur cette droite EA, jufqu'à ce que le 
point G foit parvenu en A ; ce point C décrira par ce 
mouvement une portion de courbe CBA , que l'on 
appelle . demi - cycloïde. Je fais CE = a , CL = t > 
LÏ=*u È LB = u'> & l'arc CF=s. La propriété du 
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cercle donne u^\/(at~t % ) x iu^ -^^— , 

• ad t 

ds = ^^^ at - ; & comme par la defeription 

de la courbe jBF=j, on a u=u-±s & du=m 

dt \/(a> — f ) 

; . Donc fi nous nommons S l'arc CB de 

la cycloïde, à caufe de <fS[=j/(dr*-+-<iu' 2 )]= 

dt \S a. * 
— , nous aurons S = 2l/(at). Pour trouver 

y/t r 

une équation plus générale , & au moyen de laquelle 
nous puiflîons reconnoître toutes celles de cette . 
courbe que nous rencontrerons dans la fuite; f ima- 
gine une droite G J( = e) qui faiïe avec l'axe CE un 
angle C ,& après avoir abaifle une perpendiculaire JS H 
fur cette droite, je nomme GH, x> BH r y* Les 
triangles femblables OEI, OHK donnent OK = 

, HK= — — — ; & , à caufe de BK=s 



OE 9 OE 
El OH' 

y*\ — , les triangles femblables OEI, BLK 

U E 

i rrr £J (El)*. OH . „ r 

donnent KL = — — ———.Mais CL=s 

01 * EO.OI 

- w r rr . OE.OH El 

OK—LK.—OE+CE= — j — y — 

OE + flj donc, à caufe de Off=OI — c+x, 
OE f El r 

—r— = col. b, — — = lin. t , on aura r = a -H 
0/ 0/ 

(jc — e) cof. C — y fin. C , & pour f équation de la 

cycloïde S=2 y a |/[ a ( x — e ) cof. 4* — y fin. £ ] . 

Si la droite GI eft parallèle à l'axe C£, fin. 6=rQ, 

sof. C= i ; & l'équation de la courbe devient S=rt 
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lV*Vi*— Si '3 droite GI part du fc 
met C, a — e cof. C = o; & on a pour l'équation 
de la courbe S = 2\/ r a\/ r ( xço(.C~* y fin.C), qui, 
dans le cas de fin. £=o, cof. C = i , devient S= 

Je reviens au Problème des trajedoires , & je fup- 
pofe que l'équation des coupées foit telle que Ton 
ait une certaine fondion du paramètre égale à une 
fondion des coordonnées y & x. En nommant A 
cette fondion du paramètre , on pourra repréfenter 
l'équation dont nous venons de parler par dA = 
Mdy-\-Ndx. Pour une même coupée, le paramètre 

eft confiant , & on a -f- = ' % . ■ ■ ; ainfi l'équa- 

tion A devient qui eft 

celle de la trajedoire. L'équation des coupées étant 
A — x m y H , qui exprime la nature de toutes les pa- 
raboles ôc de toutes les hyperboles à l'infini , on a 
M—nx m y n — x , N= mx"* — 'y* ; & pour l'équation 
de la trajedoire, celle ci (nx-+-b my)dy=z(bn x — 
m y ) i jr-qui eft homogène. Si cette trajedoire doit être 
orthogonale, on aura b infini, & l'équation précédente 
deviendra mydyzssn xdx ; d'où l'on tire my*=sxc'-+- 
nx* , qui tft une équation à Tellipfe ou à l'hyperbole. 

Je fuppofe que dans l'équation des coupées on 
puiflè féparer les variables , & avoir y égal à une 
fondion de l'abfcifle x & du paramètre a* Soit alors 

i y 

dy = Pdx-+~Qda; on en tire -j--=x*P, & l'équa- 
tion A devient ( i — bP)dy*st(b-+-P)dx. Je mets 
dans cette dernière équation P dx*+>Qd a pour dy % 

& je la change par là en celle-ci (B) 

{i-*rP*)bdx+(bP— i) Qrfao=0 qui né ren- 
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ferme que les deux variables x & a. Si on pouvoit 
tirer de l'équation B, la valeur de x en a , on auroit, 
en faifant varier fucceilivement ce paramètre , pour 
chacune des coupées la pofition du point P , ce qui 
fuffiroit pour conftruire la traje&oire. Autrement: 
il faudro.t pouvoir en tirer la valeur du paramètre 
en fondion de fabfcifle, & fubftituer cette va- 
leur dans l'équation des coupées, ce qui donneroit 
l'équation de la trajeâoire. Par exemple , l'équation 
des coupées étant y* =2 ax — x* 9 on en tire dy=* 
(a — x).dx xda . 

' • rr -H —r, — " — TT ; & P ar confc - 

quent F — — — , Q= — — - — . 

Mettant pour P & Q leurs valeurs dans l'équation B , 
elle devient ba x d x-f-[ b. (a — x) — y(2ax—* 
x x )x da — o; & comme celle ci eft homogène entre 
x & a, il fera toujours facile de féparer celle qu'on 
voudra de ces deux quantités. Si la trajectoire doit 
être orthogonale , on a b infini , & l'équation précé- 
dente devient a'dx-\-(a — x)xda=o t ou adx-+* 
x % âa 

xda — =0, L'intégrale des deux» premierl 

termes étant a x, il eft clair qu'on rendra toute l'équa- 
tion intégrable en la divifant par a % x % . On a de 

adt-hxd* da „. 

cette manière — — = o , dont Fin* 

tégrale complette eft — ■ • = — , ou 

à i x % =c*(2ax— Mais y*=z2ax — x % , donc 

c y 

à k x x T=sc l y i , & fl=— — ; je mets pour a fa valeur 

dans l'équation y* =*2ax—>x\ & il me vient x l =* 

R iv 
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zcy — y* qui eft celle de la uajeâoîre , & qui eft 
aulïï une équation au cercle. 

L équation des coupées ( dans laquelle les varia- 
bles font féparées ) étant différentielle & repréfen- 
tée par dy=Pdx , on trouvera Q par le Théo- 
rème de M. Léibnitz. En effet, Pdx-t-Qda étant 

une différentielle exa&e, on a — — sb^~ : donc 

da dx 

dQ . dP dP 

—î-dx=—-dx i &— — dx eft par confequent 
dx da da r * 

la différentielle de Q , fonction de x & a , prife par 
rapport à x feulement. Ainfi Q ne peut être égale 
/ dP 

qu'à j d x plus à une fondion du paramètre * 

& de confiantes que je nomme c. Cette fonction arbi- 
traire c fe déterminera par les conditions félon lef- 
quelles on doit intégrer fPdx; un exemple qui va 
fuivre rendra cela encore plus clair. 

Je mets l'équation B fous cette forme — 

bdx-+-Qda=o 9 & , l'ayant multipliée par une fonc- 
tion 7r de x & de a , j'ai pour déterminer ce fac- 
teur l'équation que voici : la différentielle de b * 
14.p1 

-— prife par rapport à a feulement, & divifée 

b P — — 1 

par da 9 eft égale à la différentielle de prife par 
rapport à x feulement, & divifée par dx. Après avoir 

mis -~ pour 4^- » & avoir fait les réductions né- 
da dx 

ceflaires , cette équation devient b — - ■ 

bP — 1 da 

7T —— 5= Q -~ — . On demande de trou- 



{bP — 1)» da dx 

ver généralement quel doit être P, pour que l'équa- 
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tion B puifTe devenir întégrable en la multipliant 
par une fonéiion de a feul & de confiantes? Je nomme 

A cette fonction ; & parce que • = o & =±3 
à A U.A i-f-*» dP 

(_i ^ PH "/ ^ 4-"- Le fécond membre de 

cette équation eft la différentielle de (JC )..*•.. . 
b log. (bP — l)—b log KCi+P*) — i4tang. P 
prife en regardant a feul comme variable & divifée 

m j' àK bdA m A , A 

par <f a ; donc — - as ■ , & parce que W n eft 

fon^ion que de a feul & de confiantes , = 
là A 

— 2 — î d'où Ton tire que K ne peut être égal qui 

b log. A plus à une fonction de * feul & de conf- 
iantes que je représenterai par b log. bX. Ainfi 
pour trouver la valeur complet te de P, on aura 
l'équation b log. A-\-b log. bX=b log. (bP — i) 
— b log. ]/*( 1 -+■ P* ) — A tang. P , ou b 

bP— 1 

log. bAXsszb log. — - • — A tang. P. Si 

la trajectoire doit être orthogonale, cette équation 

devient AX = ^— ; d'où l'on tire P=a 

V^H-P 1 ) 
AX iP_ X dA 
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/X dx 
— * — -h c', puifque dans cette intégration 

on doit regarder a comme confiant. Mettant pour 

\P & Q leurs valeurs dans Qda=0, 

qui eft ce que devient l'équation B lorfque la trajeC- 

d x 

toire doit être ôrthogônale, on aura m _ A x X *) '*' 
à A — - — — t f dâ^o % qu'on rendra imé* 

grable en la multipliant par A. Le premier membre dt 
cette équation a donc pour intégrale fx^^ l ^ A ^' ) 

p!us une fondion Cde avide confiantes. Différentiant 
& comparant, il vient dC—Acda. & C=fAcda+h t 
h ne devant pas renfermer a. Enfin, dans ce cas par» 
ticulier Téquation È é;ant intégrée , donne 

des coupées étant <Zy = ^>x» ; ' ° n en 

tire ^~ /Vo^^2Fi +c ; larbltraîre c ^ u ' on 

déterminera par les condition* du Problême, celle ci 
par exemple, que toutes les coupées partent d'un 
même point qui (oit l'origine des abfciCTes ; l'arbitraire 
t % dis- je, pouvant renfermer le paramètre, il s'enfuh 
que fi l'on différente l'équation précédente en faifant 

Am , AXdx 
varier x & a, on aura dy=— — - 
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^ J 1 — ^ P ar con ^qucnt Q==2 

(i — A*X*y 

iA p Xdx de - 

~T~ I r T""' Com P arant cett e vi- 

J (f — A*x*y da 

leur de Q avec celle que nous avons trouvée plus 

haut, ou a ç'àa=ic 5 donc en prenant pour l'équa- 

, . p AXdx 

tion des coupées y = f — M v % +c, on 

r J J — A'X*) 

p dx 

trouvera cette autre équation J ■ — A ix*) 

/Wc-+-ft = o, qui ne renferme d'autre fondion arbi- 
traire du paramètre que r , & de laquelle fi on peut 
tirer la valeur de x en fonction du paramètre, il fera 
bien facile enfuite de conftruire la trajectoire. Quoi- 
qu'il en foit, il eft clair maintenant, omme l'a remar- 
qué M. Euler, qu'il ne peut s'introduire dans le Problê- 
me d'autre fonction arbitraire du paramètre que c ; & 
qu'il y a des cas où l'on peutconftruire la trajectoire in- 
dépendamment de la poilîbilité d'intégrer Pdx, ou de 
faire dépendre l'intégrale de cette différentielle de la 
quadrature de courbes connues. 

On peut propofer d'autres conditions de fécabi- 
lité; comme, par exemple ( Fig. 24,), que toutes 
les courbes partant du même point A , la trajeâoire 
les coupe de manière que les arcs tels que A M puif- 
fent être parcourus dans le même tems par un corps 
<Jui , dans un milieu non réfiftant, defeendroit le long 
de cette courbe, n'étant animé d'autre force que de 
la gravité. M. Euler a réfolu ce Problème dans fa 
Méchanique. Je nomme g la gravité qui eft une 
force accélératrice confiante, u la vitefle au point Af, 
AP , x, PAf, y 9 A M y j. Je prens fur la verticale 
MK une partie MK &our repréfenter la gravité , & 
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je décompofe cette force en deux autres ; l'une MO , 
dont la diredion eft perpendiculaire à la courbe; 
l'autre KO, dont la direction eft parallèle à la tan* 
gente au point M , & qui feule contribue au mou- 
vement du corps le long de la courbe qui eft fup- 
pofée ne pouvoir pas changer de figure. On aura MQi 

KOizdszdx; & eft la force qui fait décrire 

d s 

au corps le petit arc ds. Ainfi udu = gdx , d'où 
Ton tire u = \/(2gx) , car au point A la vitefle 
eft nulle. Le tems que le corps met à defcendre le long 

de l'arc A M eft égal à f- — — , ou à C—- — - — , 

en faifant ds=s f dx. Puifque tous les arcs tels que 
j font parcourus dans le même tems, la formule pré- 
cédente , rapportée à toutes les coupées, eft une quan- 
tité confiante ; c'eft-à-dire que la différentielle de 
cette formule , prife en faifant varier x & le para- 
mètre a doit être égale à zéro. On aura donc 

s'dx . dx 
— — \-dal-- = o. Ajoutons 

maintenant que toutes les courbes qui partent du 
point A foient femblables. 

Lorfque deux fondions F& F, l'une de^, x 9 &c, 
& du paramètre a, Y autre dey, x' , &c, & du pa- 
ramètre a , de même dimenfion n, font 'femblables, 
on a xix'naid , yiynaia , &c , FiF'na" : a'*. Si 
nous fuppofons x' — x dx , y'=y H- à y , &c, 
a! =za*\-da> on aura auflî F^F-4-^F; & les pro- 
portions précédentes pourront être changées en celles- 
ci, xidx, aida, y : dy :: aida :&c, FzdFiia": 

• 

n a* — 1 d a ; d'où il fera facile de tirer d x = . * * , 
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<ty = > , &c , d F= — - — . Soit maintenant 

dF=Mdy-+-Ndx-+- -\-Uda, on aura, en 

mettant pour dx , dy, &c, leurs valeurs, & di- 

vifant enfuite par da, nF = My-\-Nx-\- 

-+-Ua , propriété qui eft celle de toutes les fonctions 
homogènes ; comme nous l'avons démontré précé- 
demment (n°. 3 1 ). , 

Puifque dans Thypothefe que toutes les coupées 
font des courbes femblables, leur équation doit être 
homogène en y , x & a ; s eft une fonction homo- 
gène de dimenfion nulle de x & a, & par conféquenc 

/s' d x 
— - eft une fonâion homogène des mêmes 

quantités dont la dimenfion eft {. Par la propriété des 

fondions homogènes — — ha f -r * 

, ç sdx . c j on * x 1 

/ ' rr- ^ & faifant cette fubfti- 

tution dans l'équation trouvée plus haut, on la change 

. s'dx da r *'d* s'da\/x 

en celle ci, — - — / =0. 

y x ia J \/ x a 

Mais une des conditions du Problême eft que 

J V(***)" ^ UnC ^ uant ^^ con ^ ante > prenons 
pour cette quantité confiante le tems qu'un corps 
grave mettroit à tomber d'une hauteur h t lequel 

tems on trouvera facilement être égal à , & 

l'équation précédente deviendra ( A) ........ s 

s'dx da\/(h) s'da^(x) 
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La courbe A MC eft une demi-cycîoïde dont CE 
eft l'axe & le diamètre du cercle générateur : or nous 
avons démontré que l'arc CM de la cycloïde eft égal 
à 2\/(Ch .CL), & par conféquent toute la demi- 
cycloïde à 2 CE ; donc i=2f. E — 2 ]/( CE CL )• 
Je mets pour CL fa valeur CE — x , puis je fais 
2.CE=a % & l'équation précédente devient j=a — 

edx 

1/ (a 1 — 2ax) ; d'où 1 on tire d j= — 

dans l'équation A pour j fa valeur , 

& elle devient — -4 , — 

✓(«)✓(«*— ** 2 ) a 

— = 0, ou (a). . . 

&xà<i—— cl' dx a 

— . r = dal/(h). On a y = 

I— ; cette équation étant différentiel 

en faifant varier^ , x & le paramètre a , donne dy= 

dx\/(iax) / adx\/(iax) 

„ ^ |- J<î / Mais y eft 

|/( a a — iax) J , i J 

une fondion homogène de x & a dont la dimen- 
fion eft 1 ; donc y— — * V ^ ax) ■ ■ « 

^/ v a — 1 a * ; 

. , G ou / : r =b— 

(a 1 — iax) r " (a* — iûx) r . 

— , & dy= -f* 

xrfay/( i ax ) 



~ a> iax ~ » équation à laquelle je donne la 



Digitized by Google 



Intégral. 371 

r • ,ln *ij*—yia 
forme que voie* (b) , . • — % «= 

«VU) 

ardx je 1 <f a 

' ^J^ , & je l'ajoute à l'équation b, ce qui donn* 

— y( f fl <f«t/(M 4<wfx — a*<fr— 4 ax<ia 

* ■ ■ ■ ■ m 

4*1/(0 4«K( f ) 44* V^a* — ix*) 

dont l'intégrale eft ■ / ~- = — 

. Je dégage y (a) qans cette équation. 



& j ai y (a)— ~ » ■ 

donc l/ r (ax—2x*) = l/ r (h)\/(a)—y\/( < 2)=3 

Aveç 



— * — ■ ■ 1 ■ , 

h — x 



les équations a & b j'élimine da, & il me vient 

j ,ydx)\/(ïj-hxâx\/(ih) 

a y ]/ ( n) = 1 . ■ ■ ■ > .> i « , equa^ 

+ v y/{ax — ix») " 

tion dans laquelle fi l'on met pour ]/(«) de 
\f(ax — 2 x*) leurs valeurs, on aura (xdy — ydx— 
hiy)]/ (x) = dx\/(h)]/(y*—kx+x>), qui ett 
celle de la traje&oire. 

M. Jean Bernoulli a donné le nom de trajtâoiref 
réciproques aux courbes dont la propriété eft, que G 
l'on fait mouvoir une de ces courbes parallèlement à 
elle-même le long de fon axe, & qu'on fafTe en même- 
tems mouvoir le long d'une parallèle à cet axe une 
courbe égale & fembîable à la première , ces courbes fe 
coupent de manière que l'angle de fe&ipn (biteonf* 
tant. Mais nous ne nous arrêterons pas davantage à ces 
fortes de queftions pour nous occuper de la reçjw? 
che des tautochrones dans les milieux réliftans. 
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5*3. On demande la courbe dont la propriété 
eft , que fi un corps defcend le long de fa concavité , 
de quelque point qu'il commence à defcendre , il ar- 
rivera au point le plus bas toujours dans le même 
tems; ou bien une courbe telle que fi un corps monte 
le long de fa concavité, il employera toujours le 
même tems à monter depuis le point le plus bas 
jufqu'à celui où doit le faire arriver la vitefle avec 
laquelle il eft parti de ce point le plus bas. Tout 
doit fe pafler dans un milieu qui réfifte comme une 
fonction quelconque de la vitefTe. Huygens décou- 
vrit le premier qûe la tautochrone eft une cycloïde, 
lorfque le corps n'eft animé d'autre force que de la 
jgravité , & qu'il fe meut dans un milieu qui ne 
réfifte pas. Newton vint enfuite qui démontra que 
lorfque la réfiftance eft proportionnelle à la vitefle, 
c'eft encore la cycloïde qui eft la tautochrone des 
corps graves. Mais ce furent MM. Jean Bernouili 
& Euler qui les premiers réfolurent le Problème 
dans Phypothèfe de la gravité & d'un milieu réfif- 
tant comme le quarré de la vitefTe. Le Mémoire de 
M. Bernouili fut imprimé parmi ceux de V Acadé- 
mie de 1730 , & fe trouve auffi dans le troifiéme 
Volume de fes Œuvres ; la folution de M. Euler 
parut en 1729 dans les Mémoires de Peter/bourg, 
& fe trouve aufli dans le fécond volume de fa Mc- 
chanique. En 1734, M. Fontaine publia une très- 
belle méthode pour réfoudre le même Problème, & 
il ajouta aux découvertes de MM. Bernouili & Euler 
que la courbe qu'ils avoient démontrée être tauto- 
chrone dans l'hypothèfe de la réfiftance proportionnelle 
au quarré de la vitefTe , l'étoit encore dans l'hypo- 
thèfe de la réfiftance proportionnelle au quarré de la 
~viceflè augmenté d'un multiple de la vitefTe. il fe 
pafla enfuite beaucoup de tems fans que l'on vît rien 

paroître 
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paroître fur les tautochrones , & ce ne fut qu'en 
1767, que MM. d'Alembert & de la Grange pu- 
blièrent dans les Mémoires de Berlin, des recherches 
très -profondes fur cette matière. MM. de la Graîïge 
& Euler reprirent encore ce travail, l'un en 1770, 
dans les Mémoires de la même Académie; l'autre 
en 1772, dans les Mémoires de l'Académie de Pe- 
ter/bourg. 

Je conçois que le corps monte (Fig. 25*), & qu'il 
ell arrivé de A en m ; je fuppofe en même tems que 
M foit le point le plus haut où il puifTe monter. Je 
nomme l'arc A m , x; l'abfcilTe Ap t f ; la vitefTe au 
point m , u ; le tems employé pour arriver du point 
A à ce point m , / ; la force retardatrice , p ; l'arc 
total AM, a; Tabfcifle AP , c->- & enfin le tems 
que le corps emploiera à monter le long de A M t T. 
Il faut, comme on voit, que le tems T foit abfo- 
lument indépendant de l'arc a. 

On aura d'abord ât = ; &, parce que 

la force p retarde le corps le long du petit arc 
mfJL—dx y udux — pdx , ou udu+pdx =0, 

d x 

Il eft vifible que t==J"—ï-, «ette intégrale étant 

prife de manière qu'elle s'évanouiflè lorfque x—o; 
& que fi après l'intégration on fait x = a, on aura T 
ou le tems total depuis le commencement du mouve- 
ment jufqu'à la fin. Or, ce tems total doit être în- 
pendant de l'efpace parcouru a ; donc il faut que la 

/dx 
foit telle, qu'en faifant x^ssa, * 

difparoifTe entièrement. 

Imaginons deux fondions pareilles X & A, l'une 
de x , l'autre de a ; fi nous pouvions faire que la valeut 

S 
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de fût une fon&ion de dimenfion nulle de 

J u 

X & de A, en fubfti tuant dans cette foncYion qA 
au lieu de X, A difparoitroit, & il n'y refteroit plus 
que q. Le tems / feroit alors une fonction de q feule- 
ment. Pour avoir le tems total eu I\ il faudroit dans t 
faire x—a: or la fuppofition de * =<2 rendroitX=^, 
&, à caufe de X*=qA> q = l ; donc alors le tems 
total T auroit une valeur déterminée & indépen- 
dante de a. Soit âXt^X'ix & iA = A*da, X 1 
étant une fonction de x & A' une pareille fonâion 
de a\ il fuit de tout ce qui précède qui fi on différen- 

/d X m m m 

en faifant varier x & a , qu'on fubflitue 

pour dx & da leurs valeurs — - & ~-, & qu'on 

mette enfuite pour dXceci, A d q A , on doit 
avoir le coefficient de dA égal à zéro. C'eft à peu 
près de cette manie e que MM. Jean Bernoulli & 
feuler font parvenus à réfoudre le Problême dans les 
hypothèfes dont nous venons de parler, 

~—vdx 

Nous avons udu*+-pdx=o ou du=z — -, 

u 

fuppofons qu'en faifant varier x & a 9 du= ~? d * _^ 



dx 



ou 



Qda ; nous aurons pour la différentielle de /- 

en faifant varier x tk a 9 — da f—— , 

mettant pour dx & da leurs valeurs, 

/Qix 
■ 1 « Donc fi dans cette expreffion nous écrivons 
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Mq-\-qd A pour dX, nous aurons —4r + ( — 

U X \fi X 

T"/"^ 1 ) dA > & P ar confé< l uent -^r - — £r- 

y ~T" = °« J e remecs pour y fa valeur -i- , & 
) ai 1 équation — —J = o ; laquelle , 

en faifant pour plus de fimplicité, -^r—s> — = * , 

fe change en celle-ci — « AI^f^L— o. Je diffé- 

rentie cette équation en faifant varier x feulement 5 
& , après avoir fait ds —*dx 9 & avoir tout divifé par 

«H 

Jar , il me vient — = j d'où je 

tire Q = 1 — . En fubftituant pour Q fa 

« au * ^ 

valeur dans l'équation ^u=: +Qda, j'ao- 

rai in = ^^dx+(us f + ^^-JL.àJaquelle 

je donnerai la forme fufvante (A). • • 

udu+pdx da 



O. 



Puifque les fondions s Se p ne doivent pas ren- 
fermer a , il eft clair que fi l'équation A eft poflible , 

uiu-hpdx , . a 



fonâion de * & if j fapeai donc 

Sij 



exaâe 
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dx du 

s"dx,dx eft confiant, & après avoir exécuté les diffé- 

rcntiations indiquées, il me vient l'équation (B ) . . . . 

> 

/» . t dp dp . f • i . 

«*y mj — ; \-s — j o =o, qui doit avoir 

du dx 1 

lieu fans qu'il en refaite aucune nouvelle relation 
entre x & w, & qui par conféquent eft identique. 

Il faut remarquer que j doit être une fonction de 
x telle qu'elle s'évanouifTe lorfque x=o. En effet, 
les calculs précédens font fondés fur cette confédé- 
ration, qu'en faifant X—qA, fexpreflion du tems 

/ doit devenir une fonâion de la feule varia- 

J u 

ble q. Soit donc défignée par <p : (q ) cette fonction 

f dx 

de q ; on aura en général J — - = $ : ( q) -f- c, la 

— foit nulle 

lorfque X=0. Or, puifque X eft une fondionde la 
feule variable x, fi l'on fuppofe qu'elle devienne ==/ 

quand f =o ; on aura ç=-^-, <p : ("j") c = o , 
&par conféquent c= — <j>: Donc J—^-z= 

(t : (?)t-4> : ("Jj") > d'où ^' on vo ^ 9 ue * a valeur de 

J contiendra néceflairement la quantité A , a 

moins que / ne foit =o. Donc il faut que la fonc- 
tion X foit telle qu'elle s'évanouifle lorfque x Oi 
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X 

& comme 5 = -^-, il faudra auflî que la quantité 

5 devienne nulle dans la même hvpothèfe. 

Indépendamment de la réfiftance du milieu , que 
je fuppofe erre proportionnelle à une fonction V 
de la virefle, le corps eft retardé le long de la courbe 
par fa pefanteur. Or f ai démontré plus haut que cette 

force retardatrice étoit proportionnelle à \ 

Ci . V 

» 

donc fi je fais ffi txa + , r étant une fonction 

dx 

de x & de confiantes, j'aurai />=*-+• K J'ai dit 
que c ne devoit renfermer que x , la nufon en- eft 
bien fimple ; car fi le Problème eft poflîble, il exifte 
entre x & 7 une équation qui eft celle de la. tauto- 

d ? 

chrone, de laquelle je pourrai tirer— — en fonction de 

- T II X 

ar. Maintenant foit dr—r'dx & iV=V f àu\ l'équa- 
tion »=2fl:+F donnera — *'> 4^-= f'* & 

dx du 

,fubftituant ces valeurs dans l'équation elle de- 
viendra u*s-{-V'us — Vs'-^-se-' — iV=o. SI au lieu 
de fuppofer la réfiftance du milieu proportionnelle 
à V, je l'eufle fuppofée proportionnelle à K-H/nw» 
î'aurois trouvé la même équation ; d'où je puis 
conclure qu'une courbe qui eft tautochrone dans une 
hypothèfe quelconque de réfiftance , le feroit encore 
fi cette réfiftance venoit à augmenter d'une quantité 
proportionnelle à la vitefle. Je fuppofe K=Z-+* 
mu-+»nu K 9 d'où F^m + nxu^ 1 ;& mettant ces 
valeurs dans l'équation précédente , il me vient u 2 s"-h 
(x — 1 yn$'u K — -f-i<r' — j' * = o. Cela pofé , fi 
l'équation B eft identique , la précédente le fera auftij 

Siij 
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& comme les fondions s & r font abfolument in- 
dépendantes de m, on en tirera les deux équations 
— i)#ij'u*s=»0, |r — jV — /j'=o; ou, 

mettant pour s & r 1 leurs valeurs — — -i- & 
* dx* ix • 

I — , ces deux- ci (a) 



: d*$+(\—l)nu K - 1 dsdx=o & sdtr — <rds = lds> 
dont la deuxième devient intégrable étant multipliée 

par donne r»ij — l 

L'hypothèfe la oins générale dans laquelle l'équa- 
tion a puuTe réfoudre le Problème, eft celle où Ton 
aufoit la réfiftance du milieu proportionnelle à 1-4- 
mu-h nu 2 . Soit donc x — 2,3c l'équation a devien- 
dra d x s-\-ndsdx=o t d'où l'on tire ds—ht" na dx t 

Ses— g er n *. Mais s doit être tel qu'il 

s'évanouilTe lorfque ar=Oj donc g= — , & i = 

— ( i— ï~ n % Donc <r (=«—/>= — - ( I — e-«« ) — I, 

h 

ou, mettant h pour Ai, <r = — ( i — — L 



Nous avons fait J~L=c ; donc — — ( i — 

dx dx n 

t~ nx ) — inéquation de la tautochrone , dans l'hypo- 
thèfe préfente , lorfque le corps eft afoendant ; G on 
eut fuppofë que le corps defeend , on auroit trouvé 
pdf h 

-~-= — (c n * — i) -W. On demande par exemple 

quelle efpéce de courbe c'eftque la tautochroneiorfqne 
la réfîftairce eft mille , ou Anptetnent proportionnelle 
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à la vîteflë? On aura e- n « = i ^ ^llztil > 

=*:+: — - — lorfque ne* a; 

donc, dans cette hypothèfe, <r = hx±l, ôc gdj 

h x* 

bxdx+ldx; d'où Ton tiregf = — car 

•r=o doit donner £ = o , & *=^F — -f- 

(~- -p-) , équatipn de la cydoïde. 

Nous avons , lorfque le corps eft afeendant , ^ 
nous le fuppoferons pour abréger, udu+*dx -H 4 

(Z 4-mttH-WM 1 )rfo: = o & /= / — ^- ; il nous fera 

J u 

donc bien facile de trouver l'ejcpreiiïoD d$ia vitefle & 
celle du tems dans Phypothèfe préfente. En effet, en 
mettant pour <r fa valeur, la première équatipn devient 

hdx 

udu^mudx^nu t dx=—^(eT' m ' t — j). Je (ajs 

i/rrrr^Ce"""'— i) , du=dy (e~- am — 1)— nydxe— am ; 
& j'ai Ja transformée ydy(e* nm — i)-+-mydx-— 

ny*ax=:-~—— , a ou je tire » ■ =s 



- ! ... L'intégeale d» J»r«jpier membre 

"yt-V 



eft — jog. _j ■ • Je remarque enfuite que la 

X _ 

différentielle logarithmique de my ■+- ny 1 =* 

" Siv 
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l{xny — tn)ày ^ r yiy 



& qu'ainfî J*— 



h 

my-+-ny* my+ny* 



n 



i_[, og . (JL- my+«r)+m f k iy X 

— — Jri y~^~ ti y 



n 



Pour intégrer cette dernière quantité, je fais jj/n— 
dou nj a — mjy=ç* & <Ty = 



^ " ' — — my+ny* 



i4 tang. — — — = ^ tang. 

4 fc — r] C A r~3 



m 



— . Donc 2 log. ^ — =log. f — — 



m 



in y + ny x — — - /î tang. ■ i 

On déterminera la confiante arbitraire * de manière 
que ys=zo lorf^ue # — a % & on aura log. i =3 

t log. log. - ■ 

i- 4 J 

,4 tang. ^ W - — i donc 2 log. 
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l h T i g r a E3 - s8r- 

— mny-+~n % y % m 



1 . *-t] 



lorfqu'on aura tiré de cette équation la valeur de y en 
jc , on aura bien aifément celle de u en x. Pour avoir 

Pexpreflion du tems , il faut intégrer -— qui devient 
y ; donc t — * 



m 

ny — 



u4tang. + Lorfque t — O, 

x = o & y devient infini ; donc c eft égal à l'arc 
dont la tangente eft infinie , ou au quart de le cir- 
conférence ; & t — 



*-t] 



( n y — — , v 
A tang. — ~ — X Pour avoir l'expref- 

] 4 

fion du tems total , il faut dans la valeur de t faire 

_ i 
x=a ou 7=0, & on aura T= * — — — 

[A tang. - ~ — ] ; on ne doutera 

pas que cette expreflion du tems total ne foit poG? 
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tivc » Iorfqu'on fc rappellera que l'angle qui a ponr 
tangente une quantité négative eft toujours plus grand 
qu'un angle droit. Je remarquerai que / ni n n'entrent 
point dans lexpreflion du tems total ; # qu'ainfi ce 
tems eft le même , foi: que l'on fuppofe Ja réiïftance 
du milieu proportionnelle à /-+- mu-\-nu* , ou fim- 
plement proportionnelle à mu; donc le tems total 
eft le même, lorfque la réfiftance eft mille, & lors- 
qu'elle eft proportionnelle au quarré de la vitefle; 
en a dans ces deux dernières hypotbèfes T= 

Nous n'avons encore réfolu qu'un cas très- parti- 
culier du Problême des tautochrones ; peut-être que 
l'intégration complette de l'équation B , qui eft aux 
différences partielles t pourroit nous conduire à quel- 
que chofe de plus général ; mais il iaut qu'auparavant 
nous fàflions mieux connaître , que nous ne l'avons 
encore fait, ce genre particulier d'équations qu'on 
nomme aux différences partielles. 

5*4. Pour repréfenter la différentielle d'une fonc- 
tion indéterminée? des varialbles y , x & de confiantes, 



ir 

nous fommes convenus d'écrire jLfsia — — dy -f* 

d i 

—-dx, & de donner- aux coeffiçiens ~- 
d* dy dx 

Je nom de différences partielles du premier ordre de la 

fonâion ?. On donne ordinairement ce nom à chacun 

des termes h , dx; û ]e neh fais pas ainfi , 
dy " dx 

ce n'eft que pour plus de clarté. Toute équation entre 
ii 

y * *» î» *"5J" * e ^ une équation aux différences 
partielle* du premier ordre. Soir Sabord ptopoié 
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d? 

d'Intégrer l'équation = P , par P j'entens une 
fonâion donnée des variables^, x & de confiantes. 

Puifque dy = Pdy, il eft clair que P dy eft un 

terme de la différentielle de ^ ; & \ par conféquent 
ne peut être égal qu'à l'intégrale de PÀy , prife par 
rapport à y feulement , plus à une fonâion de x & 
de confiantes. Si donc nous défignons par F:(x) 
une fonâion quelconque de x & de confiantes, nous 
aurons f=fPdy-hF:(x), c'eft l'intégrale com- 



plexe de l'équation -~ =P. Quelle que foit la fonc- 

tion de x , ajoutée en intégrant , la différentielle de 
?=fPdy-hF:(x), prife en ne faifant varier que 

d? 

y , fera toujours -^1-=P; ainli l'intégrale que nous 

venons de trouver ne feroit pas complette , fi F:(x) 
ne repréfentoit une fonâion quelconque de x, on 
entend par-là une fonâion de x & de confiantes la 
plus générale qu'il foit poflible de concevoir. On 
trouvera de la même manière que l'intégrale complette 

de 1 équation -- = P, eft î=fPdx+f: (y). 

dx 

Une lettre fuivie de deux points mife devant une 
quantité comprife entre deux parenthèfes , défignera 
toujours dans la fuite une fonâion quelconque de 
cette quantité ; ainfi F: (y) .f'^ax+y 1 ) défignent 
deux fonâions quelconques ♦ l'une de y , l'autre de 
* Il eft clair que la différentielle d'une fonc- 
tion de y eft égale à dy multiplié par une autre fonc- 
tion de y ; on eft convenu d'écrire dF :(y) = 
dF':(y) = dyF':Xy), dF*:(y)= 
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dyF":(y)> &c.df:(ax+y>)=(adx+2ydy)r m - 
(ax-+-y ), &c. Une lettre fuivie de deux points 
mife devant deux quantités féparées par une virgule, 
& comprife entre deux parenthèfes,défignera toujours 
dans la fuite une fondion quelconque de ces deux 
quantités ; ainfi F-^x t y) défigne une fonction quel- 
conque des deux variables y & x ; f : (a x-\-y* ) eft 
bien une fonction de y & x , mais elle n'eft pas une 
fonction de ces deux variables la plus générale que 
nous puiffions concevoir. Maintenant, pour repréfen- 
ter la différentiel le de F: (x , y ) ; foient-P & Q deux 
aurres fondions quelconques des mêmes variables, 
qui n'aient d'antres relations entr'elles que celle ci 

dP dQ r r t 

-j— = -j— ,on pourra fuppofer dF : (x, y) =e 

> . d t 

On propofe d'intégrer l'équation M 



dy 

N -:— = O , M & N étant des fondions données 
dr 

d d 

de y , x & de confiantes. On a — — = — - ; 

J dy M dx 

&, mettant pour fa valeur dans d j=-^^j+ 

Mdx — Ndy d\ 

^—dx > di= — — - — — . Nommons/* le 

fadeur qui doit rendre Mdx — Ndy une différentielle 
exade, & faifons /xMdx — fjiNdyz=dSi on aura 
d dS 

di^=z — I-, , équation qui feroit abfurde fi { 

d? 

& "77 : n'étoit fondion de 5. Donc ?=F(S). 
ç'cft l'intégrale complette de l'équation propofée. On 
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tn tire ~ F':(S)=f^MF':(S) & '* - 



dx dx dx 

nM=F'-.(S), -^ = ~F':(S)=-,*NF':(S) 

& % : *N= F': (S); fi on élimine F': (S) , 

V 

il vient M-^--+-.W-^-==o. Je prendrai pour 

d t à t 

exemple l'équation y ~ H-*-— = o ; il eft vi- 
r y dy dx 

fible qu'on rendra yix — xdy une différentielle 
exaâe en la multipliant par — donc ^=-^- & 

S = -^-. Donc £ = F:^~-^ eft l'intégrale com- 

plette demandée. 

L'équation M -f- N H- P = o ( Af , 

ax 

P font des fondions données dey, x & de confiantes ) 
donne — = -——-— ; & mettant pour 

-^j- fa valeur dans d\ = -^dy+~^-dx f di=s 

> Mdx — Ndy il Pdy . 
— — j|— • boit, comme ci-demis 

fjiMdx — fJt>Ndy = dSi & l'équation précédente 

deviendra d i = — - ~~-» dont le fécond 

dx y.M M 

membre, après qu'on aura éliminé x abfolument au 
moyen de [{pMix — pNdy) ~S, fera la diffé- 
rentielle exaâe d une fonction des deux variables y 
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& S. Donc î*=— y-^L + F:(S); il ne faut 



P 

ne faifant varier que y 9 on doit mettre dans — pour 

x fa valeur en y & S. Quelques exemples rendront 
cela encore plus clair. 

On demande l'intégrale complette de y -j- -h 
M~^=*za]/ r (x*-+f)} On a M=y y N = x, 
P=—a\/(x*-+-y*); à caufe de 
5__ ; & mettant pour x fa valeur y S dans 
aiyy/(x ) ^ ^ ^ ady]/"( 1-4- S 2 ), dont l'in- 
tégrale, prife par rapport iy, eft ^y\^( i •+••$*)• 
Donc la propofée a pour intégrale complette ? = 

Soit encore y*^4-* l -7^- =axy. Il eft clair 

dy dx 

qu'on rendra j^d* — x*dy une différentielle exa&e 

en la divifant par y % x\ & on aura "^•~ = ^ ^" 

d'où l'on tire S= = — . Mais — 

— . axi J _ f en mettant pour * fa valeur 
M j V 

5=57) T=fe J donc 1 - ~ T lo * ( 1 ~ S > ; + 
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l'intégrale complette demandée. 

Pour intégrer M-~--+-N-ÏL -f. P ?= o: ie 
fais j^cf, ç étant une nouvelle indéterminée quel- 
conque* On tire delà -~ = e? -~ B -^L— e f . 

<; dy dx dx 9 

& , fubftituant ces valeurs dans la propofée , on 

a l'équation M ~ + N~ •+• P = o , qui 

gj> dx 1 

n'étant autre que celle que nous venons d'intégrer» 
donne ? =— J^^L^. F: (S). Donc 

« — f^zr F : C S) = e — / 4r\ c * : 1 s ). ou b m ettant 

pour plus de fimplicité fi (S) au lieu de cf*< # *, 
Je prens pour exemple l'équation * 4- 

*•— J a , , P^y ady ady 
de plus — ±s — — = , 

dont l'intégrale, prife en ne faifant varier que^ # eft 

a io &- Ly+VCzS + >*>3- Donc e J ~JT =zs 
[y + V(2S+.y*)Y, &c î=[y-f-l/C2S-f-7 ï )ï' 
/: (S y «=C^Th*iV:C* , ~ Jf 1 ). Soit encore pris pour 

exemple l'équation (/uc^i>)^+(ib4-/y)-J-=4f, 

On a la formule différentielle homogène (hx-4-iy)dx— 
(kx-hly)dy qu'il faut rendre exa&e 5 pour cela je la 
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• 

multiplie par une fonâion homogène des variables 

y 8c x 9 & fi (hx-+-iy)t*dx— {kx+ly) pdy=dS , 

la dimenfion de S étant n, la propriété des fondions 

homogènes donnera (hx-t-iy)px — (kx-+-ly)fjy=nS, 

(hx-hij)dx — {kx-hly)dy 
& par confequent — — -7— - , : — = 

Je fais y = ux , & l'équation précédente de- 



(A-hiu)(fr — (t-4-Zu)(iid*-+-*rfu) rfS 

Vient (A-f-iu)*— (k'-hlu)ux — nS 9 

dx (k + lu)du dS 

ou — ■ ; — - — r - -— = -—. La Qlfté- 

x /i-+-(z — *)u — lu 1 nS 

rentielle logarithmique de + — k)u — lu 2 eft 

n (i — fe)<?t/ — iludu , ititf u 

é S ale 8 A + (i _* u) _ itt a ; donc A^-Ci— — = 



du 



( k + lu)du ; IiIogJ*+ 

fi — k)u — /u a l. Nousavons déiaeuoccafion d'intégrer 



du 



_ • 

■ * 



une formule différentielle de la forme de r — . 

ainfi , fans nous y arrêter , nous repréfenterons fon 

intégrale par log. V t & nous aurons — log, S = 

n 

h-hi 

log. x Iog.r-f-|Iog.[ft-»-Ci— k)u— lu'], 

m s-^'KI '""^'""' ! ** - 

Pdy ady a(udx-l-xdu) au dx 

M ' hx+iy {h+iu)x A-f-iu * 

adu 
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aiu au / (k-hlu)du dS 



u au / (t-hlu)du d$\ 

A-t-77 ~ h+iu \h+(i—k)u—iu* + Ts) + 

aâu aiu iS aiV 



h+iu h + {i—k)u~-lu* nS V 
àS 

dont l'intégrale, prife en ne faifant varier que 
u , eft égale à a log. V. Donc e J Hr= V*, & 



ce qui n'eft pas moins général , ? = 

). Le cas 01U 

feroit= — £, mérite d'être examiné particulièrement. 
Alors : — : r — devient 



/»-*-(/ — — ^ a - ^ — — ^ a • 
dont l'intégrale eft — Iog|/(/i — 2*w — Zm j ); & 

on aura —log. S=log.x-Hog.]/(ft — 2k — lu*), 

d'où S=Ol/(/i— 2iu— /u*)»]. Onauraauffi — 

P<y ad" , iS 

' J = -r 7 TT" F" > & représentant 

Jtf A — i*u — lu* , nS r 

• du 

par log. K l'intégrale de -7 r— , \ — 

V a f:[(x\/(h — 2ku — lu*)y], ou ç = 
V*f:\hx* — 2kx*u — lx*u*). 

Soit ^ un facteur propre' à rendre intégrable la 
formule différentielle quelconque du premier ordre 
adx-\-Gdy , & fuppofons que (xetix-+-fxÇdy— dS. 
En multipliant de part & d'autre par une fonction 
quelconque de S, on a (*dx~\r€dy ) fxF: (S) =2 
dS.F:(S); donc (*dx-t-Cdy)iJLF:(S) eft encore 
une différentielle exacte, & f*F'»(S) 9 que je ferai ={, 
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Cette équation de condition , que nous avôns déduite 
d'une manière bien fimple du Théorème de M. Euler, 
a été donnée pour la première fois par M. N. Ber- 
noulli dans fon Mémoire fur les trajeôoires dont nous 
avons parlé plus haut. 

Etant donné *du-+-Cdx-ï-*dy~o, il ne s'enfuit 
pas de ce que l'équation n n'eft: pas identique , qu'il n'y 
ait point entre y, x, u quelques relations particulières 
qui fatisfaffent à la propofée. En effet, fi je prens l'équa- 
tion {y — u) du-+-(u — y) d x xdy=o> l'équation n 
devient u=x-+*y, elle n'eft donc point identique*, ce- 
pendant u=x-ï-y fatisfait à (y — u)du-±-(u — y)dx-)r 
xdy = o. M. Euler a le premier fait cette remarqué 
importante dans fon Calcul Différentiel ; il ajoute 
que fi, l'équation n n'étant point identique, la rela- 
tion qu'on en tirera , entre y , x , u ne fatisfait pas 
à la propofée , on peut être certain qu'il nV en a 
aucune qui puiffe farisfaire. Cette règle n'eft point 
générale ,. comme l'a remarqué M. de la Place dans 
un très-beau Mémoire fur les folutions particulières 
des équations différentielles, imprimé parmi ceux de 
l'Académie, pour l'année 1772. Car fi l'on a du= 
dx^+X/lu—y—x^y-ï-aXfiu—y — x) — 
b]/(u— y— x)]} + dy{l-hx)f(u— y— x», 
l'équation réfultante de l'équation de condition efl u — 

x ~\~y » qui ne fatisfait point à l'équation 

différentielle. Cependant on auroit tort d'en conclure 
qu'il n'y a aucune relation entre u, x, y, qui puifle 
fatisfaire à cette équation, puifque « = jr-f-^r y fa- 
tisfait évidemment. 

On verra très-aifément que fi au lieu de trois varia- 
bles la formule différentielle propofée en renfermoit 
un plus grand nombre , on auroit autant d'équations 
de condition qu'il y auroit de manières de combinée 
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trois à trois les coefficiens * , C , &c. Maïs il n'eft 
pas nécèfTaire de vérifier toutes ces équations pour 
s'afliirer fi la propofée peut devenir exa&e. Si, par 
exemple, on avoit la formule différentielle *it-\~ 
Cdu-±Hdx-t-fdy , on trouveroit par la combinai- 
fon des quatre lettres «, C f », f prifes trois à trois > 
les quatre équations de condition , 

deu à* . d* dt> dt d* 

H - a- \-C- «- h*"} t-j-arO, 

du du dt dt dx dx 

da dt -dt ^dC ; dC d* 

du du dt dt dy dy 
^ d* dt dt dv d* d« 

dx dx dt dt dy dy 
K dC à* dt d* f - Û* dC 

d* du du dy dy 

or , on voit que fi on prend trois de ces équations 
à volonté, la quatrième s'enfuit néceflairement ; donc 
pour s'aflurer fi une fon&ion qui renferme quatre 
variables peut devenir exade , il fuffira de vérifier 
trois des équations de condition qu'elle donne. En 
général le nombre des variables contenues dans U 
formule différentielle étant m , le nombre des équa- 

m — 1 m — i . 
tions de condition fera m . • > dont 

(m — i)(m— 1)> 

il ne fera néceflaire que d en vérifier 

pour favoir fi la propofée eft fufceptible de. devenir 

exade. m . 

Je reviens aux équations linéaires aux différences 
partielles du premier ordre qu'on peut toutes repré- 

fenterpar Af^-+iV-^-4-Pî+Q = o. Si l'on. 

J * Tii| 
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fait f sas — , f ' & ? étant deux nouvelles indétermi- 

<?? r dy X dy 



née3 quelconques, on en tire — — = 

r— — ' 9 

= — — ; & fubftituant ces valeurs 

dx /»* 

dans la prcpofée, on a la transformée «^?~^~~ ■+■ 

Comme nous fommes les maîtres de partager cette 
équation en deux autres telles que nous le jugerons 

à propos , nous ferons M -^y- H- AT Q ç = o . 

— M — # -jj- H- P ç as* o. En fuppofant tou- 
jours fxMdx — j*Ndy = dS> la féconde des équa- 
tions précédentes donne ç = e J m f;(S)\ on tire 
de la première fss — f^^* 4* F: (S). Donc 

-•Comme 

f:(S) 

dans les intégrations indiquées S doit être regardé 
comme confiant, on peut mettre l'intégrale précédente 

r r —CI£L / F:(S) 

fous cette autre forme ? = e J I -7 — - — — 

f ef~M L ®^ ^ , qui devient , en mettant <j> : (S ) pour 
Fi(S) r*'* f . r(^LzQày\ 
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CeO ^ peii près aînfi que M. d'Alejpbert intègre 
cette équation linéaire, dans un iavant Mémoire fur 
Je Calcul Intégral qui Te trouve dans le quatrième 
volume de fes Opufcules ; voici une autre manière 
d'arriver au même réfultat. L * 

L'équation M ^+N-^+Pï+Q==o étant 

dy dx . 

propofée, on peut fuppofer que, jbn intégrale corn* 
pletteeft ? =n+.^F:(«),n, » çtaiu des fonc- 
tions inconnues des variables y , x & de çonirante^. 
Je différentie cette intégrale deux fois , l'une par rap- 
port à y , l'autre par rapport à x ; & il me yknt 

- rf? rfn d* „ ■ ~ , ; ^ 

^= — + — F:(«)-ir*-7- F' : (»),. 
■y dy dy / - g y' » t * ■ 7 

.4* f* <*« r dx ' 

Avec les trois équations que f ai maintenant, j'éli- 
mine F:(ùd) & F ce <^ui me cjçnné, en 
fàifant ppur abréger A. : ~ = m , it - 
_ <*ï z — n ( i* m . d T \ _ dn \ 

m dx * V dy dx J~~ ij 

m , qu'il faut rendre identiquement la même que 

dx 

• V 

N 

la propofée. On fera donc --t}-=ï= — (B»ou(l>.^ 

d d • ■ " • 

dy dx 

du d * s ** x 
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j*Ndy=dS. d'où (4) S=f(fJLMdx~ 

pNdy);on fatisfait à l'équation 1 en prenant «=S; 
je mets dans les deux autres pour x fa valeur en 
y & 5 tirée de l'équation (4), & je fuppofe que 

d*' d** 
par-là elles deviennent M — ^N'—r—-h 

On regardera S comme confiant , & on aura pour 
•déterminer & n' deux équations linéaires aux dif- 
férences ordinaires, d'où il fera facile de tirer V= 

e J m , n = c J m Je J m> * f . On au- 

roit pu mettre dans les équations 2 & 3 pour y fa 
valeur en x & S tirée, de l'équation 4, & fi par la on 

les eut changées en celles-ci (M) -i-i-t-Ar— — - 4* 

dS dx 

(n)Hn(Q)— °* on auroit eu, en regardant 5 comme 

confiant, (nO-e 3 ~W % (n) = e * 
- fLOJJL (Q)d* 

tA) "Taô — * ^ n a c * onc ^ our 1 inté & raIe com ~ 

. . Je prendrai pour exemple l'équation j*-^- + 

.jr*^ + *f=**j>K(* a, +-.y*)» On a M=y\ 
N=yx> P=x, Q=~axy]/(x*+y*)> & 
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y*dx—yxdy qu'on rendra une différentielle exaâe 
en la divifant par/ , d'où Ton tire > </ *~* < fr 

«3^222 . d'où 

donc ?=> -*F:(S) + g " 

y--;F,(^W agaflàg ^^p^ , 

V 7 / *h-xj- AT 

~J~ ' (777 = T" * tA0 = x ~" ? * 

J (AO J s ~" 

J^^3 î donc Î= =*-*F:(S) + 

5 (5+») * * • V J y + 

*• — : ; ce réfultat eft conforme au pr<- 

cèdent , car au lieu de Ft ) » on peut écrira 

Ç—-^ J Fi ^-iL^qui, é tant multipEé par * T.; 
donne y 7f:^— j, - - . . ~~ 



t 



îfcus dqus proposons pour fécond .exemple dp 
trouver généraleoient la valeur de p dans Fé<juation 

(B) «»i f ^iij'~+i -j£ — -j>=o. Je ferai 

Af=aj'.iV=J,P=— ^Qr^tt 1 /; or mj'Jx— iiu 

Revient une différentielle exaâe étant divifé par u s , 

du m u 

& on a - 1 =àS, d'où S=log. — , 

tu s 
( p ) s> ÇP ** 

&«^=^.Çeplus-^-=--y,d'oùe * i/o=w* 

^=,F:(S)^ J .'^=.F i (-f)— 21., ** 
r^xpreflbn générale 4e la forc$ accélératrice néççf- 
lâire pour le tautochjonifme. Au lieu de F : ^— ^ 

je puis écrits ~ F: > U j'aurai p = 

* ^ — —j, gui gft conforme à celle 

f t » Â - y 

pour que cette expreffion foit identiquement la même 
«que celle-çi p ^j-^-i^jr^ù-tHi^, il faut quei*=p 
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*== — . & pour déterminer * l'équation dr-fr 

n<rdx=(kk—nl)dx, d'où r=c e -'"'-f-**~ w *. 

n 

Lorfque x=o, c doit être égal à— J: donc c = -~ 

Ait a hh 

& r= — (i—r—; — /, réfultac bien 



conforme à celui que nous avons trouve précedem*- 
ment. On pourroit de cette manière réfoudre le Pro- 
blème dans une infinité d'autres hypothèfes; mais 
on ne Ta pas encore fait pour celle où la réfiftance 
feroit proportionnelle à une fondion de la vitefle 
feule autre que l + mM+nu 1 ; & malgré les effort? 
réitérés des Géomètres dont nous venons de parler, 
on ne fait pas même quelle efl la tautochrone lorfque 
Je milieu réfifte comme le çube de la vitefle. 

Je reprens l'équation udu-t-pdx = o 9 & l'ayant 
multipliée par un fadeur /* , je fuppofe que J (u d u -4-» 
pdx)=A t A pouvant renfermer l'arc confiant tu 
On tire delà, en failànt d4*=A'da, j*ud*-h 

Mdx=A'd*. du=^± & par con . 

t± àu A du — p mmm 

féquent ^- = — , 17 = - T ^. En fe&ntva, 
rier x & a, it=,l~daf~~L , &, met - 

tant pour ±L f a valeur, dt^^L^d a ff dx . 

boit X une fondion donnée de x & fa «elle que 
dX =Mdx-+-Nda> & fuppofoos que le rems ^ foit 
une fondion quelconque de X, telle que dt=*dX; 
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à terme les deux valeurs de dt , on aura — =^A£ 
— / -— =:*pN; d'où Ton tire, en éliminant ¥ & 



faifant pour abréger -~= — ^ ^* = — . 

Je différentie cette équation en faifant varier x, & 

A' 

fai, après avoir divïfé par dx 9 p = 

rfr du 
r 



dx dx j, v . B 

■ , d ou l'on tire , en mettant - 

fjLudu^-fjipdx^A'da , devient ^ 

Pour que la courbe foit tautochrone , il faut que 
fexpreflion du tems foit telle qu'en y faifant x=a, 
a s'évanouifle entièrement ; or cela fera toujours 
ainfi, fi X eft une fonâion de x & a, telle que a 
difparoiflfe lorfqu'on fait x=a. Mais dX=Mdx-+« 
Nda, &, faifant x—a> on zdX=(M-i-N)da=o, 

N 

d'où Af+JV=o, & -jj-(=r)= — i ; donc on 

peut prendre pour «r toute fondion de x & a telle 
qu'elle devienne = — 1 1 lorfqu'on y fait x = a . 
On doit auflî avoir t = O lorfque x = o ; donc ♦ 
comme nous l'avons démontré au commencement de 

larucle J2, — = — doit etrfc 
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nul dans la même hypothèfe ; & comme alors u eft 
une quantité finie , c'eft <r qui doit être nul lorf- 
que jt = o. Ainfi les feules conditions, auxquelles la 
fonction c doive être affujettie dans le cas du tau- 
tochronifme , font qu'elle devienne = — 1 lorfqu'on 
fait x=a, & =0 lorfqu'on fait x = Q. 

L'équation A qui eft entre les trois variables u , 
x & a % donne pour équation de condition, en fup- 
pofant que p ne renferme pas l'arc a, & faifant pour 

abréger m* h <rp = r 



dx 1 r ' dx 

("7") up rf (~7~0 up ^(t) 



du t da r da 



— O, 



• r *j • <^ dr , d P , dr ~ \ 
qui le réduit a u— } \-r—. \-p — — = O , ou a 

dx du du 

C-o ; u — r-**—; j r-*— ; 

dx* ^ dx du dx 

d* 

—-p = 0. 

dx \ 

Comme p ne doit pas renfermer a, l'équation B* 
ne peut être identique, à moins que «* ne foit une 
fondion de x & a de cette forme étant une 

fonôion de a feu!, & s une fondion de x feul ; or 
comme dans ce cas l'équation B' n'eft autre que l'équa- 

• p • >r F: (~) s 'i t 

tion B , on en tire p=u* y — J . Je 

mets pour p & <r leurs valeurs dans l'équation ^4' 
qui devient par-là ^-^ : F : (-~r) *+■ 

* +«da=o> dont l'intégrale eft 4»: 



1 
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J-^- -4- J*da = O. Lorfque x = a, « = 0, & 

4 : (-p) devient une quantité confiante abfolument 

indépendante de a ; donc fi après avoir mis dans 
l'équation précédente a pour x, on la difFérentie, 

on verra aifément que — , par la fubftitution de a 

pour x 9 doit devenir égal à — *; c'eft à dire que 

— & ce, ou bien que s & « , en faifant — - = J % 
s « 

doivent être deux fonctions pareilles, Tune de *, 

l'autre de a, ayant des fignes contraires. Donc en 

fuppofant que s 6c * font des fondions pareilles 

& de même ligne , l'une de x, l'autre de a ; on aura 

-(=4)= 

M (^-4-) =Af, (il— £.). Do* X 

( & par conféquent le tems t ) doit être fonction de 

y±. _y±. , ou de / / ~^~ } c'eft-i dire 

que pour que l'équation B' foit identique, le tems 
t doit être fuppofé une fondion quelconque de di- 
menfîon nulle de deux fondions pareilles , l'une 
de x, & l'autre de a. Mais l'équation fi' n'étant point 
identique , peur renfermer une relation entre x , u 
& a qui fatisfafle à l'équation A\ Pour réfoudre le 
Problême dans ce Câ$-ci , je difFérentie l'équation & 

en faifant varier x, u & a % & dans ^d«^ 



-1, & dX(=Mdx>+-Nda) 

a' 
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■du + — dâ^zô, qui rëfulté dé cétië di£B- 



du da 



rêntiation, je mets pour du fa valeur — JLJL. — 
tirée de l'équation A' % cé qui me donne 



équation qui doit être identique $ & d'où l'on tir« 

dB' p dïï dW r 

r ' dx u du da u 

— ±= O. Il n'eft plus queftiôn ique dê trouver Un* 

Valeur de p en a- & « , qui fatisfaflè à-la-fois à ces 
deux équations & à l'équation JB'; rnais infehfîblèment 
lés Calculs fe compliquent, fans qu'il en réfulte rfe A 
pour le Problême qu'il feroit important de réfoudres 
nous terminerons donc ici ce que nous nous étions 
propofé de dire fur les courbes tautochrones* 

jy. Nous dirons un mot des équations aux diffé- 
rences partielles des ordres fupérieurs. On propofe 

d'intégrer l'équation du fécond ordre --li-=P,P 



étant une fbn&icn donnée des variables y -, x & de 

dy 

c'eft l'intégrale première complette de la propofée ; on 
a enfuite 1=fdyfPdy-\-fdyF:(X) +f: (x), 
ou , parce que dans les intégrations indiquées x eft re- 
gardé cooirfife côhïlant » ?=/ dyfP d'y^y Wi { *) *f« 

d*Z 

f : ( * )• Si on eut jttopofé -* P-, Ofi «arok 
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eu pour intégrale première complette ~^=*fPix-\+ 

F f i(y)> & enfuite t=fdyj P dx+fdyF i(y)-h 
f;(x)=fdyfPdx-t-F:(y)-hf:(x)i ou bien on 

d\ 

auroit eu d'abord — — = fP dy+f :(x) , & en- 

dx 

fuite i=fdxfPdy -+-/: (x)+ F: (y). 

d * ? d ? 

L'équation -j-^ -H iV -jjj- =P peut aifément fe 

ramener au premier ordre , en faifent = u , 

d'où ±1 = ; & on a ±- 4- «=P . d'oà 

l'on tire u=e-fN*y[fefl*<yPdy+F: (x)]. Donc 
f[=fudy+fi ( * ) ] = Je-fNàydyfeffiy Pdy-+- 
F:(.x)ft~f Ni ydy-t-f:(x). On intégrera par la même 

fubftitution . . -+- N ~r— = P , & on aura 

iSL.fJfesP, d'où l'on tittu=e-P'i'lf e fNdxpd x + 

F:(y)], & l = [f"dy+f :(*)] = 
fe-ffu*dy[tfM* Pdx+fe-fN**dy F: {y ) +/:(*). 

L'équation d'un ordre quelconque -^- = P, a 

pour intégrale complette de Tordre immédiatement in- 

d" — 1 t 

férieur — s —=fPdy-hAi(x); viennent enfuite 

à?— 1 

d" — 1 ? 

les intégrales des autres ordres, =/ dyfPdy+ 
yA:(x)+B:(x),-^±-==fdyfdyfPdy + 
** A;(x)-\-yB :(x)*hC:(x), &c,& enfin on 

• « 

arrivera 
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arrivera à la dernière de toutes qui donnera j avec n 
fonctions arbitraires. 

Ceft M» d'Aiembert qui » le premier, en 1747, 
apprit aux Géomètres à intégrer complètement les 
équations aux différences partielles ; découverte im- 
portante dont il fit la même année le plus bel ufage 
dans fes Recherches fur les vibrations des Cordes Jo- 
norfs , & dans fes Réflexions fur la cauje générale 
des Vents* Avant cette époque , on ne connoiflbit 
ces équations que comme équations de condition % 
& on ne sétoit propofé que d'en trouver des {blu- 
tions particulières. Depuis (& fur-tout depuis 17J2 
que parut un autre ouvrage original de M. d'Aiem- 
bert , qui a pour titre : EJfai d'une nouvelle Théorie 
fur la refijlance des Fluidts ) , les Géomètres virent 
bien que les folutions qu'ils avoient jufqu'alors regardé 
comme générales, ne l'étoient point; & les Sciences 
Phy fico-Mathématiques changèrent abfolument de face. 
Voici comme le Problème des Cordes vibrantes peut 
conduire à une équation aux différences partielles. 

Soit AME ^Fig. 26) une corde en vibration ; je 
fais AP=x t PM=y 9 AM = s 8c AB^a. Si 
nous fuppofons, comme on le fait ordinairement, 
que les vibrations font fort petites , nous pourrons 
faire ds = dx , & regarder chaque particule comme 
animée d'une fore 3 accélératrice qui n'agit que dans 
la direction de i J M. Pour, comparer cette force ac- 
célératrice avec la gravite , que je nomme g , foit 
6 le tems qu'un corps pefant mettroit à tomber de 
la hauteur h , & t le tems écoulé depuis le commen- 

cernent du mouvement; on aura • : — r 

g ô* d*y 

* — — ^ — • Maintenant fi nous nommons q la den- 
zh dt* 1 

flcc de l'élément ds ou dx 9 qdx fera la mafle de 

V 



V 
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cet élément, qui fera poufTée dans la diredion de 

• z Q & x à 2 y 

MP par la force accélératrice ■ — — . Avant 

x h a r 1 

d'aller plus loin , nous remarquerons que y eft né- 
celTairement une fonction de rabfcifle x 8c du tems 

d y 

t ; & que par conféquent a 9 qui a été trouvé en 

ne faifant pas varier a-, eft une différence partielle du fe« 
cond ordre de cette fonction. Cela pofé, je conçois que 
la corde eft retenue en A & B par deux forces dont la 
première =F, & qu'elle eft tirée de P vers M par une 
force telle qu'il en rcfulte vers le point A une tenfion 
que je nomme # ; il eft clair que tout étant en équilibre, 
le moment de la force q , par rapport au point P , eft égal 
au moment de la force accélératrice de Tare AM> plus 
au moment de la force F, par rapport au même point. 
Je prensun autre arc quelconque Am dont je vais cher- 
cher le moment de la force accélératrice par rapport 
au pointP. En nommant Am y S, Ap> X,/?m, Y ; on a 

la force accélératrice de l'élément à S égale à — — - — 
à*Y 

-— - , car on peut prendre d X pour d S ; & pour 

le moment de cette force élémentaire, ■ - q(x — X) 

d £ Y 

dX-—-. Donc le moment de la force accélératrice 
dr 

de l'arc Am eft !£(fi*ix£-f t Xdx£) 



ou , parce que x eft çonftant , [xf qdX -~ — 
â*Y \ 

J q XdX-j^y, ces intégrales feront prifes de ma- 
nière qu'elles s'évanouaTent torique Xa=o. Si je ûtis 
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dans l'expreflîon que nous venons de trouver X=x, 

j'aurai le moment de la force accélératrice de 

1 tout l'arc A M égal à UL ( xfadx -^L _ 
fl***^) = ^fdxf,dxJj-. On aura 
donc l'équation *y = Fx+-iïLfdxfqdx J-l- } 
& difTérentiant deux fois , en regardant x feul comme 

variable A ÙL —lll d *J r -r 

variable , , — = f _ , ou f faiUt pQur 

abréger — = , c , _Z_ = ? _JL , ^ 

tion générale des cordes vibranres . fo ; t qu on les 
iup-ofe u i.lormémenr épûfcs ou njn. Dans le pre* 
nuer cas q eft une quantité confiante qu'on peut pren* 
dre pour l'unité , & I équation des cordes vibrantes 

devient -^L = c * -j— , que M. d'Alembert inté- 
gre do la manière fuivante. 

On tire de cette équation — ' 



y * s \ ày . if 
c 5 donc — àx-h~c*dt eft unt 

différentielle exacte que je puis /aire =du. A caufe 

(dv dv \ 

(dy dv \ 
r "77 C * * — ciOi ce qui ne peut être 

Vij 
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vrai , à moins que cy-+-u & cy — u ne foient deux 
fondions, Tune de x-t-ct, l'autre de x — et. Donc 
cy-+-u = F:(x-+-ct) 9 & cy — u=f:(x — et); 
d'où l'on tire 2cy = t : (.r-f-cr : (x — cr), 

ou plus Amplement y— F :(#-+• ct)-\-f:(x — et); 
c'eft finrégrale complette de l'équation du fécond 
ordre propofée, puifqu'elle renferme deux fonctions 

arbitraires. La vitefle à la fin du tenis t elt propor- 

â y 

tionnelle à — - ; elle eft donc aulli proportionnelle 

à F' :(x-t-c t) — f :(x — cr). 

Au point A où *=o, l'ordonnée doit être nulle, 
elle doit être nulle encore au point B où x=a , quel 
quê foit dans l'un & l'autre cas le tems t. La première 
condition transforme l'intégrale que nous venons de 
trouver en celle-ci, y—Fi (ct-{-x) — F:(ct — x) , 
car autrement x=o ne donneroit point y=o\ c'eft- 
à-dire que y doit être égal à la différence de deux 
fondions , compofée de la même manière , Tune de 
rr-H*, l'autre de et — x. Pour fatisfaire à l'autre 
condition , où x=a doit donner y=o , on a l'équa- 
tion Fi(ct-^-a) = F: (ci — a). Soit et — a = u, 
on aura c r-f- a = u 2 a ; & on voit clairement 
que la nature du Problême exige que F:(u-\-2a) = 
F:(u); c'eft -à-dire que quelle que foit l'ordonnée 
qui répond à l'abfcifle u , les ordonnées qui répon- 
dent aux abfciflès h H- 2a, u-\-/±a t u-t-6a, &c, 
U — 2a, u — 4 a,, u — 6 a , doivent lui être égales. 
Pour trouver la figure que la courbe avoit au com- 
mencement du mouvement il faut faire r=o-> fup- 
pofons qu'alors y devienne = X, & la vitefle ini- 
tiale proportionnelle à À'; on aura X—F:(x) — 
F:(— x), & X'=F':(x)— F':(— x). On ajoutera 
à ces conditions que la courbe doit couper fon axe 
aux points où *=eO & x—a\ que lorfque x de- 
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*îent négatif, elle doit pafler de l'autre côté de l'axe ; 
& qu'elle doit être compofée de parties femblables 
rapportées à des abfcifles de la longueur 2 a. Mais 
toutes ces conditions remplies, la courbe pourra n'être 
point aflujettie à la loi de continuité. 

M. Euler prétend que rien ne limite la généralité 
des fondions arbitraires qui entrent dans les intégrales 
complettes des équations aux différences partielles ; 
qu'on y doit comprendre toutes les fondions qu'il a 
nommées irrégulieres & difcontinues. Cette idée har- 
die, mais fublime, ouvre un champ bien vafte à 
ceux qui voudront appliquer le calcul aux Sciences 
phyfiques. Pour donner un exemple de la nécefïité 
d'introduire dans l'Anaiyfe de femblables fondions, 
imaginons une furface courbe quelconque , rapportée 
à un plan donné de pofition par trois coordonnées 
x >y> ? perpendiculaires entr'elles; nous avons dé- 
montré n°. 42 , que quelle que foit la relation entre y 
& x y foit que les courbes qui terminent les y foient 
régulières ou non , continues ou difcontinues ; nous 
avons, dis* je, démontré qu'on a toujours* d\ = 

& x * & pour la normale au même 



fi la furface courbe eft telle que toutes fes normales 
foient égales entr'elles , elle aura pour équation ^4- 

+ ¥ ^-^-y=«*.Lafphere,dontrequa- 

tion eft f=iax — x* — y*> eft un des folides réguliers 
qui ont la propriété dont il s'agit ; on tire de fon 

équation ^-~- = a — x, f-y-== — y, & fubfti- 

tuant ces valeurs dans l'équation aux différences par-? 

V iij 
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tielles, il vient 2ax — x* — «.+-(* — xY=a*> 
qui eft évidemment identique. Cela pofé , fi l'on con- 
çoit une infinité d'anneaux circulaires , fans aucune 
épaifTeur , qui aient tous même diamètre , & que l'on 
fafTe pafler par leurs centres une efpece d'axe curviligne 
qui les joigne tous, & n'en fade qu'un même foiicîe, 
qui feroit un cylindre fi l'axe étoit une ligne droirc ; 
la furface de ce folide aura la propriéré d'avoir toutes 
fes normales égales entr'elles. Cela exige t il que Taxe 
curviligne (bit afïujetti à la loi de continuité ? Ne 
peut il pas être un aflemblage de lignes droites &: de 
lignes courbes , & même une de ces lignes mixtes 
que l'on décrit librement avec la moin fans fu vre 
aucune loi ? Or , fi les fondions arbitraires qui entrent 
dans les intégrales omplettes des équations aux diffé- 
rences partielles , n'étoient point telles que M. Euler 
le demande ; pourrions- nous dire que l'équation 

■ ?î (tt) 4- * 1 (tt) eft celIe dc toutes ,es 

furfaces dont nous venons de parler, & d'une infi- 
nité d'autres, ayant toures leurs normales égales en- 
tr'elies, quoique non aflujetrie à la loi de continuée? 
Je reviens aux Problèmes qui conduifent à de:> équa- 
tions aux différences partielles , & qui font par confé- 
quent fufceptibles d'être réfolus avec toute la géné- 
ra M dont nous venons de parler. 
• M d'Alembert, dans l'Ouvrage cité fur la réfif- 
tance des fluides , démontre qu'un flu de homogène 
& n >n élalHque, qui fe meut dans un vafe de figuie 
quelconque, étant arrivé à un état permanent, fi on 
nomme x &^deux coordonnées rectangles, qui dé- 
terminent la pofrion d'une particule de ce fluide par 
rapport à deux axes fixes perpendiculaires entr'eux,& 
qu'on déligne par p la vitefïe de la particule dans îâ 
direction des x, par q la viteffè de la même parti- 
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eule dans la dire&ion des y, M. d'Alembert, dis- je, 

È0 , dp dq dp dq 

démontre ou on aura ~- ——— & -7—— 

dy dx dx dy 

d x p dp 

On tire de ces deux équations — - — =3 ■ — . , 

1 ay> dx x 

équations aux différences partielles de la forme de celle 
des cordes vibrantes. On l'intégrera donc de la mê- 
me manière, & on aura, à caufe qu'ici c' = i & 
c = V — 1, p = F;(x+y\/— 1 ) — 

yV— os mais — ?r) = — F/ -(x+ 

y\/ — 1)— f':(x — y Y — 1); donc q = 
Y— I [F:(x+y 1/— i)—f : (x-y j/— 1 )]. 
Dans chaque courbe que les particules décrivent , on 

a— = — — ; donc p dy=zq dx , d'où l'on tire 
q dy r * * 

(dx-\-dyY— I ) F: (*-+-.? V — = 
^ V*— 1 ) / s ( Y — 1 ) ■ & intégrant 

: ( x^+or ]/ — I ) — 'f( x —y\/ — i) = confiante. 
Par le Théorème de Taylor , démontré n°. 18, on 
transforme 'F:(x-\-yY — 1) en cette férié 'F:(jr)-f« 

jY—iF:(x)— ?Lf':(x)— F"(*)-r-&c, 
* t t. 3 ' 

& : (* — 7 l/ — 1 ) en cette autre 'fi(x) — 

yV— ii'.(*)——f f -.(*)+ yW ~ x f -.<ix)+&K 

& l'équation précédente devient 'F:(x) — 'f:(x) + 
yV — 1 [F: ( x ) -+-/: (* ) ] — 2l [ F' : ( x) — 

(x ;] — 2!£zL [ f -'.(*) +j » , (*) ]+ & c — 

Si l'on fuppofe que l'axe des x divife le vafe en deux 
parties égales & femblables , les y feront égales de 
part ôc d'autre de cet axe , & il faudra que l'équation 
précédente ne contienne aucune puiflànce impaire de 

V iv 
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y. Cela ne peut arriver que dans deux cas. 
mier lorfque 'F t (x) — 'fi (x) = a ; car on tire 
delà F:(x)— f:(x)=o, F':(x)— / / :(^)=0,&c f 
& la fomme des autres termes qui font multipliés cha- 
cun par une puiffànce impaire de^ , égale à zéro. En 
développant 'F:(x—y\/ — I ) & j: (x — y\/ — i ), 
on trouve que dans le cas que nous examinons la 
différence de ces deux fondions eft égale à 'Fi(x) — 
'fi(x) ou à la confiante a; donc [f:(x — y]/ — 1) = 
'F:(x — y y — i) — a y & fubftituant cette valeur 
dans 'F\{x-+-y\/ — i) — 'f:(x — y]/ — I ) = a , 
on a l Fi(x~+-y y — i)= F:(x — y]/ — i>, con- 
dition qui fervira à déterminer quelle efpéce de fonc- 
tion c'eft que celle que nous avons défîgnée par 'F* 
On aura en fuite , à caufe de f:(x — y\/' — i) = 
F: (x— yV — O y P = f' ( x^y\/—i) 

+ F:(X —y ]/— 1), q=]/—j [F;(4f + 

vj/ — i ) — F : ( x — y y — I )]. Les fonctions 
impaires difparoîtront encore, lorfque F:(.r)-t- 
f:(x) fera égale à zéro; car on tire de là F :(x)-^ 
f:( x )=:O t F'':00+/":(*)==O,&c. Alors les 
deux fondions 'F:(x — y\f — j) &'f:(x— y\/ — i) 
étant développées , on trouvera que leur fomme eft 
égale à / F:(x)-+-'f:(x) ; mais puifque F:(.v)-H/: 
(at) = o, on doit avoir 'F:(x)-)-'j:(x) = à une 
confiante 4; on a donc aufîi f Fi(x — y\/ — i)-f- 
( x — y y — i ) — h ; & fubftituant pour 'f : 
( x—yy—i) fa valeur dans 'F\{x^ryy — i) — 
*j:(x — y\/ — I ) — a, il réfuke l'équation 'F :(x-\- 
y y — i)-r'F:(x — y\/ — i )— a -{-b , qui fervira 
a déterminer dans ce fécond cas la nature de la fonc- 
tion défignée par 'F, De plus, à caufe de F:(.r — 
y V— i) = — f:(x~ yY— 1 )> on aura /> = 
F:(x ~r-y\/' — i ) — F: (4P — y]/ — i ) , q = 
}/— i[F;(x-r-yy-~l)-\-F:(x—y\/—i)]. 
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Dans l'un & l'autre cas, tout fe réduit à déterminer la 
nature de la fonction défignée par 'F, par cette condi- 
tion que 'F:(x-±-y\/ — 1 Ï + 'F; (x — yy — i) = c. 
Or, en faifant x — j]/-*— 1 , x-^rjy — 1 = 
?-f-Af (par on entend ce que nous avons nommé 
dans le Chapitre premier la différence de f , & ce 
que nous nommerons dans la fuite la différence finie 
de ? pour nous conformer à l'ulage ) & 'F: ( f )= Z ; 
on aura , lorfque le fécond terme eft négatif ; F: 
( ? + A ? )~ 'F:Cî)=aF:Ct)=aZ, & AZ=C; 
lorfque le fécond terme eft pofitif, on aura 'F: 
( ? + A ? )-'F:( ? )+ 2 F: (f) = AZ + 2Z, 
& AZ-r-2Z==c. En général, la détermination des 
fondions arbitraires qui entrent dans les intégrales 
complettes des équations aux différences partielles , 
peut toujours fe réduire à intégrer des équations aux 
différences finies. 

y6. Newton eft l'inventeur du Calcul des diffé- 
rences ; il en a jetté les fondemens dans un Ouvrage 
qui a pour titre Methodus dijferentialis , que plufieurs 
Géomètres , & fur- tout M. Stirling , ont commenté 
avec fuccès. Le Théorème de M. Tayîor a beaucoup 
fervi à perfectionner ce Calcul , en donnant les 
moyens d'y appliquer le Calcul différentiel. Cepen- 
dant la méthode inverfe du Calcul des différences 
n'a commencé à être traitée avec que! qu'étendue 
que par M. Euler dans fon Calcul différentiel ; on 
trouve dans cet Ouvrage plufieurs belles méthodes 
pour intégrer des fonctions d'une feule variable aux 
différences finies. Mais il n'y eft point du tout queftion 
de l'intégration des équations qui renferment ces diffé- 
rences ; & depuis M. Moivre qui en a intégre plu- 
fieurs , ce qui l'a conduit à réfoudre plufieurs Problèmes 
intéreffans fur les probabilités, perfonne, que je fâche, 
ne s'en étoit occupé j lorfque M. de la Grange a {ait 
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voir dans le premier volume des Mémoires de l'Aca- 
démie de Turin , que ces fortes d'équations pouvoient 
être traitées par les mêmes méthodes que les équa- 
tions différentielles. On troitve dans les derniers vo- 
lumes des Mémoires de l'Académie , & dans le fixiéme 
volume des Savans Etrangers , des recherches très- 
profondes fur cet objet , qui font dues à MM. le Mar- 
quis de Condorcet & de la Place ; & la manière in- 
génieufe dont ce dernier en a fait ulage dans la théorie 
des hafards a eu le plus grand fuccès parmi les Géo- 
mètres. 

Soit l'équation linéaire aux différences finies du 
premier ordre A y A x-\-B±y = X A x t ou Ay-+* 
Bày=X, en prenant A* pour l'unité. Pour fé- 
parer les variables dans cette équation, nous ferons, 
comme dans le n*. 47, y = uç , u étant une nouvelle 
indéterminée quelconque , & ? une fonction de x & 
de confiantes. Ici où les différences font finies, A^ = 
u Aç-HçAw-f-Aw A? ; ainfi en mettant pour Ay fa 
valeur dans la propofée , on a la Transformée Auç~\- 
B(uA£-f-£A Aç) = X , dans laquelle il faut 
faire Aç-\rB&ç = 0 , & il vient enfuite. BçA^-f- 

Ba«Aç=:X. On tire de la première — — = — 

qu'il s'agit d'intégrer, ce qui exige plus d'attention 
que lorfqu'il n'étoit queftion que de différentielles. Pour 
y parvenir, je fuis ç = t c , & j'ai Aç = t r * Air — - 

A 0 

e r =t r (e A# — 1 ) ; donc = e A ' — 1, d'où l'on 

t 

tire e A<r =i — ; ou, faifant pour abréger 1 — 

si 

— =fl , A<r= Iog. R , ce qui donne <r = ï log. R. 
Si nous défïgnons, comme dans le n°. 6 , par 'R, "R » 



Digitized by Googl 



Intégrai.; 31 j 

H, R> êVe, les termes qui précédent R, on aura * égal 

à la fomme ries logaiirhmes de cotres ces quanti- 
tés, ou au logarithme du produit continuel c'e toutes 
ce: quantités. Je défl^ne ce produ ; t par (m — i)H 9 
c'eft à dire que dans cetre notation — 1 ) R équi* 

vaut à 'a." t/"'?.&c,*fe à i<!R'R. M R .&c,{^-t-i) 8 

à i i« .'aVjî .'"a . &C.&C. On aura <r=log.(* — ï)R 9 
d'où Ton tire = = — i)k. L'équation 

X 

Eçàu-t-B &uùç =X donne Au = , 

X 

& i/=c-f-2-- ; donc y(=i/?)=(<» — O 

B j-^-y^. Mais il eft clair que ?-f- 

* ç (=r Ç ')=R . 'R . "R . "'R . &c=*ri? y donc j> =■ 

Je prendrai pour exemple l'équation^ + i)^jr 
a (2 .r -4- 0=0. On a Jî — l 9 B=x-\~i , X=— 



a(2Ar-f-i); donc R = , <ariî = 



x 1 a: -+- 1 



. &C= ,(<rsr Ijd 



x — 1 x — r x — ? 



X x I X l x 



. &c = — . On tire de- 



là^— [c~ aï(2x-hi )] = - 2a- 

a or nous avons démontré (n°.£), que2i=j: # 

je*—— x c 
le que 2 x = , donc y = a x 9 & 

xy~\-a x 2 = c. 

Si on propofoit de féparer^ dans f équation A 
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Biy'=X; à caufe de /==y-f-A)r, on la tranfor- 
meroit en celle-ci, (A 1+ B i )y-\-B i Ay = X; 

A i 

& faifant pour abréger g— = il i , on auroic 

X \ 

^ = (<sr — i)Ri(c+î-r — —Y Un cas parti- 

culier, qui mérite d'être examiné, c'eft celui où Al 
& Bl font des quantités confiantes ; alors les Ri , 
'R i , "R i , &c , font égaux entr'eux — i)H 

défigne une puiflànce de R dont l'expofant eft égal au 
nombre des termes qui précédent y dans la fuite 
&c, "y, 'y > y y &c. Si nous fuppofons que la pre- 
mière de ces ordonnées réponde à x = o f x fera 
ce nombre de termes; & on aura (<w — i) R t = R*i. 
«rRi =Ri*+ l . On a donc dans le cas que nous 

examinons y = R*i ( C-+-— 2 — - — Y Si X 

lui-mcme eft une quantité confiante , on fera pour 

^^..^^^ 

dra y = R*i ( c-f-fts — — - — Y Mais 2 — — 

étant la fomme de tous les termes qui précédent 
, ou la fomme de cette progreflion géomé- 
trique + eft égale 

; donc , lorfque X eft une quan- 



R* i(Ri — i ) 

tité confiante , l'intégrale trouvée dans le cas précé- 
da j • - m . A( R*i — i ) 
dent devient y = c/\*i -i ; . 

L'équation linéaire d'un ordre quelconque Ay-h 
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ÎA^-+-^A , jy-+-DA î jy + &c = X, ou A, B, C, 
D 9 &c, font des coefficiens conftans , & X une fonc- 
tion quelconque de x & de confiantes , pourra être 
intégrée facilement par la méthode de M. d'Alembert, 
que nous avons expliquée n°. 41. Car fi l'on propofoit 
d'abord l'équation du fécond ordre Ay-j~B&y-+* 
C& x y = X> en faifant Ajy=/>, d'où A 1 y=Ap i on 
auroit les deux équations &y — p=O t Ay-+*Bp-h 
Càp=X , dont on multiplieroit la première par un 
coefficient confiant C , & on l'ajouteroit enfuite à la 
féconde , ce qui donneroit A y -h (B — C ) .p 4- 
Cây -f- CAp = X. Cela pofé , foit Qy -\-Cp — t 
& C Aj-4-CAp==Aj ; l'équation précédente devien- 
dra Ay-\-(B — C).p-f-Aj=X. Il eft clair qu'elle 
ne feroit qu'un cas particulier de celle que nous 
venons d'intégrer, u Ay + (B — G)-p étoit un 
multiple de j. Je fais donc Ay -{- (B — £)./>=3 
Ei = Czy -4- Cep ; d'où je tire A = £e , B — ■ 
C = Ce; & par conféquent C = I? — Ce; e étant 
donnée par l'équation du fécond degré A — Be-+* 
Ce 2 =0. L'équation ej-+-Aj=X à laquelle nous 
avons réduit la propofée , donne , en faifant pour 

abréger 1 — e=/î, s=fl«f H-£ -^ ). Or fi 

nous nommons E I, e 2 les deux valeurs de e > & Ci, 
C 2 les deux valeurs de C , 5 1 , * 2 les deux valeurs 
de 5 , correfpondantes , nous aurons les deux équa- 
tions C ly^Cp = J 1 , C2^-t-Q>=j2 ; & élimi- 
nant p. y «=-4- — Le cas où les racines de 

r J Ci — Ci 

l'équation du fécond degré font égales, fe réfoudra 
par la méthode de M. d'Alembert , expliquée dans 
l'article cité; celui où les racines font imaginaires ne 
peut non plus fouffrir de difficulté, après les 
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où nous fommes entrés à ce fujet. Si on eut propofè 
l'équation A iy + B if -hC ïy"*=X } à caufe de 
y==y-hAy, y* =y-f-2^-f A^, on auroit eu 
( A i i -r C i }y -h C B i H- 2 C I ) Av C i A 3 jy = X , 
équations qu'on réfoudra en faifant dans l'intégrale 
précédente A — A i , B=*BH-2Ci, 
C=Ci. 

Etant propofée l'équation du troifïéme ordre Ay + 
B±y-hCA y-\-D±*y — X , on fera ày = p t 
Apz=q; & on aura les tros équations Ay — p — O t 
Ap — q-=o , é -1 y -±-B p -t-C<j -+-DA ^rasY. Je mul- 
tiplie la prem ère par la féconde par C , puis je 
les ajoute toutes les trois eifemble, ce qui donne 
Ay-+-(B— €).p +- (C — . f-f- Ca^ + f ^p-H 
D A y =s X. Soit ^ + f^ + Of=«J & £^4- 
C'A/?-f-DA?=Aj; l'équation pricédente deviendra 
/ty-j-fB— C)./> + (C — C').q-+~±t — X t qu'on 
intégreroit facile Tient, fi A y t-(B^— C).p-\~ 
(C — C) q étoit un multiple de s. Je fais donc 
Ay+(B— C).p + (C— £').v=Ej=C£v-+-Cep-4- 
De?; d'où je tire W==Ce , B — £ = £'£ , C— 
C' = De;& parconféq.ient£' = C — De, C=B— - 
CE-h#£ x ; E étant donné par l'équation du troifïéme 
degré A — Be-J-Ce 2 — D£* = o. Nommons El, 
e 2 , e 3 les trois valeurs de e , & C i , C 2 » C $ ; C 1 , 
3 î il , J2, J3 les trois valeurs correfpon- 
dantes de chacune des quantités C , C & j ; on aura 
les trois équations C iy-hC 1 p-\-D q=si , C iy-\» 
C'2p-\~Dq=s2, G 3y-+~Ç' 3p~i-D 7=^3. On en 
tire vifiblement (Ci — C 2 )y «+■(£' 1 — C2)/> = 
ji— i2, (C 1 — Cjjjr-^Ci — C j)p = * 1— J3; 
& les ôtant l'une de l'autre après les avoir multip'iées, 
la première par Ci — C 3 , la féconde par Ci — C 2. 

( Ci — — si> — (C — n) 

on aura 7 = (Cl _ Cl) ^'1 — C 3 ; - (Ci~C 3 ) r C,_ K)' 
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Si on eut propofé l'équation A ijH-B ly'-\-Cly n 
Diy"=X> on auroit eu, à caufe de y'=y-\-&y, 
y"=y + 2*j-h±*y 9 y"=y-h 3 Ay-t- 3 A*y + A>y 9 
J équation (^i +Ci+Di); + (Bi + 

qu'on réfoudra en faifant dans l'intégrale précédente 
^^i-fBi+Ci-hDi, B=Bi-h2Ci-+-3Di , 
C=Ci-±-3 D i , D = Di. 

En général, fi on vouloit intégrer complètement 
l'équation de l'ordre n , Ay -h B &y-{- C&*y 
&c = X, on commenceroit par réfoudre l'équation 
du degré n 3 A — Be-4-Ce 2 — &c=*o, & nommant 
El, E2, &c, les valeurs de E, Al, fia, &c, les 
valeurs correfpondantes de B = i — e, si, 52, &c, 
celles de s qu'on trouvera en mettant dans j = 

p 

jR* ^c-f-l ^» -n ) P our ^ fucceflîvement Ri, 

Rz t &c, & pour e, cl , C2, &c, ces lettres dé- 
fignant différentes confiantes arbitraires, on aurajr= 
(^>i+(B)j2H-(C)J3«i-&c,(^),(B),(C),&c > 
étant des coefficient conftans faciles à déterminer. De 
plus , il eft clair qu'on trouvera la valeur complette 
de y dans l'équation de l'ordre n , Aiy-+-Biy'-\- 
Oy'-f- &c = X, en faifant dans la valeur de y 
que nous venons de trouver A = A i + B I 

Ci-H&c, £=Bi-f-2Ci-h3Di-h&c C=Ci + 
+ &c. 

M. Moivre appelle fuite récurrente une fuite donc 
un terme quelconque eft égal à un certain nombre 
de termes précédens multipliés chacun par un coeffi- 
cient confiant ; & il a donné le nom d'échelle de re- 
lation à l'aflemblage des coefficiens conftans qui fer- 
vent à former la fuite. D'après cette définition, fi 
la fuite &c , "y, 'y>y>y*2"» &c eft telle que Aly-ï* 
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B %y -4- C \y"-+- -4- U if 1 = o , elle fera ré- 
currente ; & une fuite femblable étant propofée , on 
en trouvera facilement le terme général par la mé- 
thode précédente. Soit pris pour exemple la fuite 
i 2 $ 2 -f- 2 6 ? 4 -H io f* 22 f< -h 42 7 7 -f- 
86{ 8 4-&c, qui eft le développement de la fraction 

rationnelle — . On aura , en nommant y 

»— t— n\ J 

le terme général de la fuite numérique 1,0,2,2, 
6, &c, & f y % "y les deux termes qui précédent y; 
on aura, dis-je> y= l y^2 f 'y; cette fuite eft donc 
récurrente, & a pour échelle de relation 1 Au 
lieu de l'équation précédente, j'écris celle-ci 2^-fr- 
y — y f =o, & tout fe réduira à faire A=2 , B — — 1 , 
C= — I , X=0, dans l'intégrale compiette que nous 
avons trouvée plus haut. On formera d'abord l'équa- 
tion du fécond degré 2-4-E — E 1 = O , d'où l'on 
tire £1=2, E2= — I, & enfuite Ci = i,C2= — 2, 
Rl= — 1, R2 = 2. On a aulli, en nommant a & b 
les deux confiantes arbitraires qu'il faut ajouter en 

intégrant , j i = a ( — 1 )* , J2 = b 2* ; donc y = 
û( — 1 y — 1 1* 

. Pour déterminer les deux confiantes 

3 

arbitraires, je remarque que x=o doitdonner^= 1 , 
& que x =1 doit donner y=o , on a donc les deux équa- 
tions 3=2 — b t — a — 2^ = 0, d'où l'on the£=— 1 
& a = 2. Il eft clair maintenant que la fuite propofée a 

t* H- i ( — 1 )* 

pour terme général • S ou mieux 

3 

1 ~~ Z , & l'on prendra le (ïgne lorfque x 
3 

fera pair, & le ligne — lorfqu'il fera impair. 

Je prendrai pour fécond exemple la fuit« 1 -t~8f-f" 
27V-h64?~hi2S?>+<2i6l 1 *h&c qui a été dé- 
veloppée 
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veloppée de la fra&ion rationnelle - — — . Or 

je vois qu'en nommant^ le terme général de la fuite 
numérique 1 , 8, 27, &c, & 'y, "y , m y t tr y les quatre 
termes qui précédent , on a y — ^'y — 6 11 y H- 
W — 1v ^î ceft-à-dire que cette fuite eft récurrente, 
& a pour échelle de relation 4 — 64-4. — 1. On a 
aufli y — 4y~f-^y f — 4y"-+~y iv =o, ou A 4 j=o, 
qui a pour intégrale complette^=tf + fc;r-4-c;r 2 -r- 
dx*. Pour déterminer les quatre confiantes arbitraires , 
je remarque qu'en faifant x fuccellivement égal à o , 
1,2, 3 , on a pour les valeurs correfpondantes de 
y, i, 8, 27, 64.; & que par conféquent on a les 
quatre équations a=i , 8—a-+-b-+-c-\-d , 27 = 
a-f-2 è-|-/j.c-f-8^ , 6.j.=a-f-3 ^-4-pc-4-27^; d'où 
l'on tire a=i, b=% 9 c=j , rfaci. On trouve 
donc de cette manière que la fuite propofée a pour 
terme général ( 1 -4- x )* {*. 

Nous avons tâché de donner dans ce Chapitre une 
idée générale du Calcul Intégral; & nous y avons tracé 
le plan que nous nous propofons de fuivre dans la 
fuite de ces Leçons. Nous traiterons d'abord de la 
méthode des quadratures, ou de l'intégration des for- 
mules différentielles qui ne renferment qu'une feule 
variable ; car le principal but que l'on doive fe propos- 
fer , eft de ramener à des intégrations de cette efpece 
toutes les queftions qui dépendent du Calcul Intégral. 
Nous nous occuperons enfuite des équations différen- 
tielles. Il y a , comme nous f avons remarqué , deux 
méthodes bien diftindes de les intégrer, l'une confifte 
dans la féparation des variables; l'autre à rendre exactes 
ces équations différentielles , en les multipliant par 
des fadeurs convenables. Cette féconde méthode c on- 
duit à des équations aux différences partielles aux- 
quelles il eft queftion de fetisfaire. Mais ce n'eft pas 
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cela feul qui nous a déterminés à traiter ce genre 
d'équations avec queîqu'étendue , puifque nous avons 
fait voir qu'il n'y avoit point d'autres moyens d'atta- 
quer , avec efpérance de fuccès , la plupart des Pro- 
blèmes .de PhyGque , principalement ceux où il eft 
queftion du mouvement des fluides. Les intégrales 
compîettes des équations aux différences partielles, 
renferment toujours des fondions arbitraires qu'il 
s'agit de déterminer par les conditions du Problème; 
pour parvenir à ces déterminations , nous avons été 
conduits à des équations aux différences finies; ce 
troifiéme genre d'équations eft de plus d'un très-grand 
ufage dans la théorie des fériés ; nous nous en occu- 
perons dans un Chapitre particulier. 

Mais avant tout , il eft néceflàire d'expofer les prin» 
cipes fondamentaux de la Méthode des variations , 
qui eft la plus générale qu'on ait encore imaginé pour 
réfoudre les Problèmes. Quand même cette méthode 
nauroit fervi qu'à réfoudre "généralement toutes les 
queftions relatives à celui des ifopérimetres , ce Pro* 
blême eft fi célèbre, que nous ne pourrions pas la 
palier fous filence. La folution que Jacques Bernoulli 
en donna en 1701 , eft un des plus beaux ouvrages 
de ce temps-là. Brook Taylor ne fit que la copier 
dans l'Ouvrage, imprimé en ijif, qui a pour titre 
Mcthodus incwmentorum direfta & inuerfa ; & per- 
sonne n'avpit ofé aller plus loin , lorfque M. Euler 
s'occupa de ces fortes de queftions. Ce grand Géo* 
métré publia en 1744 un Ouvrage qui a pour titre 
Methodus invçniendi lineas çurvas maximi minimive 
proprietaie gaudentçs, Jive folittio Problematis ifoperi- 
metrîci Içtifjîmo ftnfu accepti. Cet Ouvrage » qui eft 
Un chef-d'œuvre , paroiflbit ne rien laifTer à defirer ; 
cependant M> de la Grange, dans le volume des Mélan- 
ges de la. Société Royaie de Turin» qui parut en 1762* 
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donna une méthode de re'foudre tous les Problêmes 
de ce genre , qui le conduifiç à des réfultats encore 
plus généraux. 11 eft vrai que M. le Chevalier de 
Borda , dans un Mémoire imprimé dans le volume 
de l'Académie pour l'année 1767 , démontre que par 
la méthode de M. Euler , on pourroit arriver aux 
mêmes réfultats; mais cela n'ôte rien au mérite de 
l'Ouvrage de M. de la Grange , comme on le verra 
bientôt. 
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CHAPITRE VI. 

i 

De la Méthode des Variations. 



Ooit une ligne courbe BMZ (Fig. 27) & 
deux ordonnées confécutives PM(y)> P'M'(y') % 
qui répondent aux abfciffes AP(x) t >f ?'(#'); je 
conçois que la relation entre les coordonnées x & 
y venant à varier (de quelque manière que cela ar- 
rive , (bit par la variation d'un paramètre , comme 
dans le Problême des trajectoires, fait autrement) 
la courbe pafTe de fon premier état à im autre infini- 
ment voiun marqué par bm^; & ayant pris dans la 
courbe variée deux points m & m' infiniment proches . \ 
l'un de M , l'autre de M ' , je tire les deux ordonnées 
pm(Y) , ftmfiJP)* qui font parallèles à celles de 
la courbe B MZ , & qui ont pour abfcifles corre (pon- 
dantes Ap(X) % Âf?{X'). Nous Tommes convenu* de 
nous fervir de la caraâériftique A pour défigner la dif- 
férence finie de deux ordonnées cQnftcuûws d'wc 
naême- cou/be , & celle des abfciffes çorrelpondantesj 

Xij 
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de manière que x' — x—Ax , y' — y = £y , X f — 
X = P — Mais il nous faut de plus 

confidérer la différence infiniment petite de deux or- 
données , telles que P M & pm > 6c celle des abfcifles 
correfpondantes , lefqueiles différences font dues à la 
variation de la relation entre les co-ordonnées x 6c 
y. Nous appellerons variations ce nouveau genre de 
différences infiniment petites, pour les diftinguer de 
celles que nous avons nommé différentielles ; Ôc nous 
nous fervirons de la cara&ériftique <^ pour les défigner. 

Ainfi X—x=fx, Y—y = fy 9 X f —x f ^x\ 

Y f —y l = ^y. 

On voit que Y ( eft en méme-tems égal ày-\-fy 5c 
àK+AK; on a donc y-4-&y-±-J K (y-\-û.y)=y-h 
fy + ù>(y-\-fy)\ d'où l'on tire f*y=z&fy. On 
démontreroit de la même manière que <Tâx = A<Tx. 
Mais pour plus de généralité, concevons (Fig. 28) 
une furface courbe que nous rapporterons à un plan 
fixe par trois co-ordonnées P (x), PM(y), MZ(%). 
Or fi nous fuppofons que par une variation infini- 
ment petite de la relation entre ces trois co-ordon- 
nées ; cette furface courbe fe change en une autre , 
dont nous déterminerons la nature en la rapportant 
au même plan fixe par trois co-ordonnées Ap (X) 9 I 
pm(Y) t m%(Z)\ & que nous nous fervions de la j 
cara&ériftique A pour défigner la différence finie 
l — de la cara&ériftique cT pour défigner la va- 
riation infiniment petite Z — f ; nous aurons encore j 

par conféquent <^Af a=A<T$\ Ce Théorème peut 
s'énoncer ainfi : la variation de la différence d'une 
fonction quelconque , eft égale à la différence de la 
variation de la même fon&ion. On en tire aifément 
les conféquences fuivantcs: J v A^=AJ x Aç=A l «/ v j â 
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/A'?= A <f A^=s A 1 / A f sa A V y, ^ A 4 f= A<TA 5 f sb 
A l /A*? = A , erA^ = A 4 ^? , &C. 

Nous fommes encore convenus de défigner par 2K 
la fomme d'une fondion quelconque V des variables 
y. *, &c, & de leurs différences; & nous avons re- 
marqué (n°. 6) que r=A('K+T + 'V+&c)j 
d'où l'on tire 2/ f cette foraine étant prife con- 
venablement; = 'K-t-"//+ ff V-4-&c. Cela pofé, à 
caufe de K= A('/-4- V+V+&C), on a <TK= 
^A ('/.+ V+T+to > = AcT ?K+?r+ T-f- &c) ; 
donc ï^K===iT( , KH- // K-h /// K-i-&ç)==^s^ Il 
fiiit évidemment de ce Théorème fïV=ï*V 9 que 
/ï^sïâ^sï^r, J^ 5 ^=»2cT2*r= 

2' ^2^=2*^^, &c; 2 2 ^éftla même; chofe que 
22 & marque deux fommarions fuccsffives , 2* J 7 * 
marque troL fommations fuççei%es , & ajnfi des 
autres. \ . .. 

Etant donnée la formule X^Aty. oa pourra la 
transformer en celle-ci: Pïy — SA^V/. En effet, 
fi l'on fait 2 ^^y — V^y-^K , Z< étant une. fonc-^ 
tion inconnue qu'il s'agit de déterminer , on aura 
^ r AJ v ^ = A(/^/j)-+-AK. Mais on fe 'rappellera 
fn°. 4) que la différence du produit de deî*x : quan- 
tités, de xy, par exemple, eft égale à x Ajy-f-y A*-*-* 
A.tAy; donc A ( Vfy ) ^ «T/-+r * ^ J\y 
A^AcTy; & AK=— Af( ~ — *rff 9 

d'où fon tire K=— 2A/^>y. Soit xf^'^ = 
^A/y-f-K^on aura aK=— A^fActy+A^y)^ 
A/^A<ry, & K=-^2A/^AcTy. On fyppofera 
2A^A<ry=KAA r J N y-4-n , & on aura An = — 
A a V(fy' •+> Ajy) = — &f r *f>'4 9 9fr 1>on 
tire n =— ïàïVfy", & par conféquent K = 

A F<ry 4- 2 A* V & y". Ainfi la formule 

-zV&fy fera transformée en celle-ci f A «ty — 

X iij 



Di i a M 4 t ô o d !- 

ikV*y'-*r*ù?r*j\ On démontrera dé la même 

manière que 

A»^<f/ — iù>Vfy u, \ & en général nue 

2 Vï*fy=± V ù? — 'cTjr — A Vt£~* </y~*- 
&V±*-*îy— 4 ! xrr// ,( *\ 

Nous nous propofons (Péeîaircir ces principes pat 
un très-grand nombre d'application*, & nous com- 
mencerons par réfoûdre le Problême fuivant : Entre 
tous les polygones que l'on peut former avet un 
même nombre de côtés donnés ; on demande celui oui 
à la plus grande furface ? Si nous nommons P an de ce* 
polygones qûTne foit pas le plus grand, celui qui fuit 
immédiatement feraP-+^P> mais îorfque nous feront 
arrivés au plus grand, la variation de pdfîtivé devièn* 
dra négative , ce qui fuppofe qu'elle a d'abord été 
nulle. Donc fi n eft lëplns grand des polygones que l'on 
peut former avec un même nombre de côtés donnes , 
on aura «fn=o. Des angles M , AT, 0 > &c, de c* 
polygone CÎMg. 29) j'abaifTe fur une droite AB les 
perpéndiculairès MP f NQ> OR , &c ; or fi je confé- 
déré un des trapèzes tel que NQR O , & que je nomme 
AQ, x, Q.AT,^j j'aurai QR=ùx, rO = Ay; & 

pôur la fufface du trapèze Il eft 

clair que t doit être un plus grand; 

& qu'on a par cônféquent <f 1 ^7 H — ^ A x =± o. 

Oh remarquera aufli que les polygones, dont nous 
cherchons le plus grand , ayant leurs côtés donnés * 
on doit avoir <fly(,±x*-ï*&y)~o\ d'oà l'on tire 
AjtiTA jf^-A^^A^stro. Cela pofé, je reprens lVqua- 

tion <fx (y+ A^s=so, que je change en célie- 
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Lorfque f aurai mis pour / fa valeur — ~-<^Ay % 

(t p hx yAy 
|^ — 

"z L 1^ ùy ) = °' OU ' faifaiït P ° Uf ^ rf 8 cr — 

Au lieu de Ay , je mets y' — y , & je transforme 
l'équation précédente en celle-ci: z[(A jr — . «ty-H 
= o. Or, fi je fais (A*—*) . fy-h*fy'=r 9 
j'aurai '^«t ( A'* — ) . t'y y % "F*m 

(A"* — "+).<t"y-k-"*f'y 9 &c ; &, à caufe de 
2^='^-f-"^.-4-&c, j'aurai 1 équation '^cTy — 
* — — £x)<r'y — ( ^ — — Axjfy — 
A m x)f"'y — &c = o, ou '*<Ty— - 

W^y> -Af^— ^)cr r >_Ar^— "'x) ^ r >— 

&c»o Je donnerai à 2^ une certaine étendue déter- 
minée , &y fera l'ordonnée qui répond à la fin de cette 
fomme. Mais ne puis- je pas fuppoferque l'axe AB coupe 
le polygone de manière que l'ordonnée qui répond au 
commencement, & celle qui répond à la fin de 
foient nulles aufli- bien que leurs variations ? Dans 
cette byporhèfe, l'équation précédente deviendra 

&c = o ; & comme cette équation doit avoir lieu , 
quelle que foit la variation marquée par cT , on aura 
A 'x)=o t At"'*— o, A( lv *_ " f x )=o ,&c. 
Donc en général +->-x / =f 9 f étant une confiante 
arbitraire ; ou » mettant x-4-Ax pour x' & pour * fa 

Ax yAy ûy 1 

valeur, on a x-\ h — — -H — — -+-/=o. 

» A* zax J 

X iv 
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Je multiplie par A x , & je fomme chaque terme com- 
me j'ai enfeigné à le faire , n°. y f ce qui me donne 
x x *\-y 2 -+- 2fx=g* , équation à un cercle dont le 
centre eft dans l'axe AB. Il réfulte de- là que le plus 
grand polygone qu'on puifle former avec des côtés 
donnés , eft celui qui peut être infcrit dans un cercle* - 
En changeant le f'&y en A /y, on a l'équation 
2(A#</\y-4-*A/y) = o. Mais X* A<Ty = * J^y — 
2&*<ry = *<Py — zù!*<ty t car on peut prendre 
la fomme de tel terme qu'on voudra de la fuite 
&c , A '*<fy , A*c/y , &c , cette fomme étant prife con- 
venablement; donc notre équation fe réduit à *«Ty — 
2A( r * — x)cTy= confiante. On verra aifément que 
cette confiante eft égale à ce que devient *fy lorA 
que sA('* — . jr)<J^ = o; c'efl pourquoi h nous 
nommons a l'ordonnée qui répond à ce point, & 
A ce que devient lorfque y — a , nous aurons 
l'équation *fy — — x)fy=zAfo. De plus, 
fi nous donnons une certaine étendue déterminée à 
2A('* — x)fy;en nommant b l'ordonnée qui ré- 
pond à la fin de cette fomme, & fi ce que devient 
•sr lorfqu'pn fait jf — i; l'équation précédente devien- 
dra BfÈ — £A('* — x)fy = Afa. Suppofons, 
comme nous l'avons déjà fait, que l'axe AB coupe 
le polygone de manière que a & b foient nulles aufli- 
bien que fa & <tb; dans cette hypothèfe notre équa- 
tion deviendra £A('* — x)fy=o, qui donne en 
général — x ou * — #' = confiante. Ce réfultat 
eft conforme à celui que nous avons trouvé de l'autre 
manière. 

y 8. Les Théorèmes démontrés précédemment fe- 
ront encore vrais , fi au lieu de fuppofer que les diffé- 
rences font finies, on les fuppofe infiniment petites. 
Nous aurons donc <T d { — d / 1 > c'efl à-dire que la va- 
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rîatîon de la différentielle d'une fondion quelconque, 
eft égale à la différentielle de la variation de la même 
fondion. On tire delà <T d*i âs d£d\ = d*f\ % 

d 2 <Pd*i = d*fdf = d*f% , &c. Nous aurons aufli 
J s j€Jx -~JS(Cdx) , fCdx étant une formule intégrale 
quelconque; &par confequent S JfCdx l —fff€dx 1 = 
fff(€dx À ), &c. M. Fontaine eft , je crois , le pre- 
mier qui ait remarqué ces deux Théorèmes ; on les 
trouve dans la folution qu'il a donnée du Problême 
des tautochrones en 1734; mais ce n'a été que quatre 
ans après qu'il en a fait l'ufage que nous allons voir. 

Soient Mdy-+-Ndx deux termes de la différen- 
tielle de ? ; fi nous nous fervons de la caradériftique d 
pour marquer la différentielle d'une fondion quel- 
conque prife en ne faifant varier que^ , & de fNdx 
pour défigner l'intégrale de Ndx prife par rapport 
à x feulement; à caufe de d/Ndx =fd(Ndx), 
nous aurons pour la différentielle de fNdx, en ne 

faifant varier que y , j-j^" àydx ou *yf^~-dx % 

puifque c'eft par rapport à x feul que l'intégrale doit 
être prife. On démontreroit de la même manière que 
la différentielle de fMdy, en ne faifant varier que 

/à M 
-j^-dy. Mais i=[Mdy-+-A % 

A étant une fondion de toutes les variables qui entrent 
dans 1 excepté^ ; on a aufli ^—fNdx-+-B i B étant 
une fondion de toutes les variables qui entrent dans 
? excepté x; donc fMdy-t-A=fNdx-\-B. En 
difierentiant par rapport ïy> & divifant par dy % on 

tire de cette équation M= f~J~^ x "^"^' y ^ x ^ m 
rentiant enfuite par rapport à or, & divifiuit par dx 9 
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à M 

il vient — — = V ' "« M. Fontaine auroit pu dé- 
dx dy 

duire le Théorème précédent directement du fien de 
la manière fuivante. Nous nous fervirons des deux* 
cara&ériftiques d & cf , pour défignér deux ma- 
nières différentes de différentier une fonction quel- 
conque , l'une en ne faifant varier que y , l'autre en ne 
faifant varier que x ; & nous aurons d^== Mdy , <f^ = 
Ndx. Mais /d^d^j; donc f(Mdy)^à{Ndx) % 

ou, ce qui eft la même chofe , ■■ dx dy ^ 

CL X 

dydx; d'où Ton tire = Après 

dy J dx dy r 

cette courte digrefflon revenons au Problême que 
nous nous fommes propofés de réfoudre , & qui eft de 
trouver la variation d'une fonction quelconque. 

Nous avons déjà remarqué que le Calcul Différen- 
tiel & celui des Variations différoient eflentiellement ; 
le premier eft , comme on fait , affùjetti à des loix 
fixes & invariables ; celles du fécond font arbitraires. 
Dans le Calcul des Variations , on peut fuppofer qu'une 
ordonnée varie , quoique l'abfcifle correfpondante 
refte toujours la même ; on peut ne faire varier qu'une 
certaine portion de la courbe , & alors on n'attri - 
buera de variations qu'aux ordonnées qui y répondent. 
Du refte, le Calcul des Variations a les mêmes relies 
que le Calcul Différentiel. En effet , quelle que foit la 
différence marquée par d, fi elle eft infiniment petite, 
on aura d . xy=y d.r-r- xdy; donc, d étant tou- 
jours la caradériftique du Calcul Différentiel & 
celle du'Calcul des Variations, on doit avoir d . xy-^= 
ydx^xdy & f xy=y<P x-*- xfy ; à moins que 
la variation de la relation ne foit telle/qu'on ne doive 
attribuer aucune variation à l'une des variables , à x 
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par exemple, ce qui réduira la variation de xy à 
xfy. En général , étant donnée la différentielle d une 
fonction quelconque, fi on demande la variation de 
cette fondion , il fuffira de changer un A en <T dans 
chaque terme de la différentielle; à moins que par l'hy- 
pothèfe il n'y ait certaines quantités qui ne doivent pas 
varier, ce qui rendra nuls certains termes; ou que 
cette hypothèfe n'exige de faire varier d'autres quanti- 
tés qui, dans l'expreflion de la différentielle font regar- 
dées comme confiantes , ce qui donnera de nouveaux 
termes, qu'on trouvera aifément fi l'on cherche la dif- 
férentielle de la fonction propofée en regardant ces 
quantités comme variables. Cela pofé , on demande 
la variation d'une fonction quelconque G des varia- 



-7-* = J , &c , &c ? 

dx 

Si nous fuppofons 

dC=Mdx+Ndy+Pdp+Çldq+Rdr-hSis-+' 
&c-t-&c, 

& que la variation de la relation affecte toutes ces 
variables, nous aurons 

= M<T x 4- Nfy 4- PS p Q «T 5 -H R * r •+• 
S ( Tj + &c + &ci 

51 ne s'agit plus que de trouver fp, <P q , / r, <T s, &c. 
A caufe de - 



bles jf, x, &c, & de 
dr 



dx P * dx 



dy dp 
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iq dxldcj^ — dqfdx ilq — rdl x 

r ~77' = dx* ~ TT 

dr dxtdr — ârfdx dtr — sdfx 



dx 9 dx> dx 

& ainfi des autres. Il ne fera pas auflî facile de trou- 
ver la variation de la formule intégrale jCdx. 

On a SfCdx=ff(Cdx)=:f[dxfÇ-+-Cdfx). 
Mais fCdfx=Cfx— fdCfx; donc SfCdx = 
Cfx+f(dxJC—dC<rx)=:Cfx-\-f{N{dxty — 
dyfx)+P(dxfp— dpfx)-hQ(dxfq— dq<ïx) + 

&C-+-&C). 

En faifant, pour abréger J'y — pfx=dy 9 &c, il 
vient 

âxty—dytx = àx&y , 

ixlp — dpfx=dJy — pdtx — dp*x=d(ty — pfx)=dây, 

àxtq — dqtxzssdtp — qdtx — dqfx=d(*p — qtx) = d Ç-L-dây^ , 

&c;donc SfCdx*=iCfx-)rf{Ndx&y-*-Pdày+ 
Qd (-^dd^-h&c-+-&c}. 

De plus, on trouvera par une transformation dont 
nous avons déjà fait ufage 

fPddy = Pdy— fiPdy. 
i;dQdy+fd^dQ)dy, 
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&c. On aura donc, en fubftîtuant toutes ces va- 
leurs, SjCdx = confiante 

i (JL<ffl))-+.&c)i*d.y-+-&c} 

En faifant dx confiant , rexpreflîon précédente de- 
vient beaucoup plus tlmple ; Se on a f/Cdx= 
confiante •+■ 

-t- C* x + (P — ^ d Q -t- d>R -&c) djr + &c 

+ ( Q ~ «7* H "*" &C ) i * ***** 
+ ( R _ &c ) JL dy &c H- &c. 

Nous repréfemerons l'une & l'autre expreffion de la 
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variation de fCdx par / * -4- n -f- confiante , en 
défignant par f * tous les termes qui font fous le 
figne intégral , & par n tous ceux qui font hors du 
figne ; & il eft à remarquer que f r n'eft plus fuf- 
ceptible de réduction. 

yo. Si fCdx doit être un plut grand on un moin- 
dre , on aura /* -4- H -H confiante = 0, ou 
D= confiante. La confiante doit ctre égale à ce que 
devient n lorfjue /*== Q; d'où il fuit que fi nous 
nommons ( p ) la valeur de n au commencement de 
l'intégrale nous aurons / *-f-n=(n). De plus, 
fi nous donnons à / ¥ une certaine étendue déter- 
minée, en nommant [n] ce que devient n à la fin 
de cette intégrale , nous aurons pour l'équation du 
maximum ou du minimum /^-4-[n]=(n). 

Soient a , b , &c • le« valeurs de x t y , &c , au com- 
mencement de l'intégrale/* , & /, g, &c, les valeurs 
de ces co -ordonnées à la fin de la même intégrale. 
On peut fuppofer que C renferme a , i, èVc , /, g, &c, 

àb db' 

& même les rapports = — - =*= h" , Sec, 

U(l dû 

âz dz 1 

-~r=g / »-~r = g", &C , &c. Or, quoique ces 

quantités foient regardées comme confiantes dans 
Texpreflion de la différentielle de C , elles onc 
cependant une variation; & S< contiendra néceflài- 
rement des termes de cette forme A <P a-±-BtPb-h 
B '/ V -h B 1 V b" -H &c -h F G cT g G' / -f- 
G"/g".+-&c , if, £.&c. F, G, &c étant des fonc- 
tions de toutes les quantités qui entrent dans C. Il fuit 
delà que fdxfG contiendra les termes fafAdx-+* 
fb{Bdx-+-&c + fffFdx-hf s fGdx-+>&c; en 
fprte que fi on nomme ( A ) , ( B ) , &:c , ( F) , ( G ) , &c , 
ce que deviennent les intégrales fAdx/fBdx, ôcc t 
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fFdx , fGdx , &c, prifes de manière qu'elles foient 
nulles lorfque x = a , y = b, &c , lorfqu'on fait x=f, 
y =g , &c ; au lieu de 1 équation précédente , on aura 
celle-ci, f*-h[n]-{-(F) ff-\-(G) fg H- &c = 
(n) — (A)£a — (B)«Ti — &c. Donc, en nommant 

(£). (P)> (Q)t (^)» ce <î ue deviennent les 
fondions C, P , Q, # , &c, lorfqu'on fait x = a % 
y=b t &c.& [C], [P], [Q], [jR], &c , ce que 
deviennent les mêmes fondions lorfqu'on fait *=/, j 
y=sg, &c ; nous aurons pour l'équation du maximum 
ou du minimum , = 

— [[H]— 8cc]-^d(-L-idg}— CG")^'_&c 

Au premier point de la courbe dont !a proprié- 
té eft que fCdx (oit un plus grand ou un moindre, 
répondent les co-ordonnées a , b, &c , au fécond point 
répondent a-+-da 9 b-*-db> &c, & ainfi de fuite 
jufqu'au dernier point auquel répondent les co-ordon- 
nées /, g , &c. Or , comme la variation de chaque 
point eft entièrement indépendante de celle de tout 
autre point; l'équation précédente doit donner d'abord 
* =0 , qui a lieu dans toute l'étendue de/ 5 *; puis 
elle doit donner ces deux fuites d'équations déter- 
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minées, dont les unes appartiennent aux premiers 
points, & les autres aux dernier* points de la courbs 
en queftion. 

(*).'. C(Q) - 4" d CR> ■+■ & c ] -j- d — tBO &c = o » 

(c) [(R)— &c] -^(f (B")^"-+*c=so,ecc; 

(*> • \LQ}~r/ M ~7, dig -t-(G')fg'-i- &c=o , 

a/ a/ 

<0 [[RK&c] L à (Ldlg} 4.(G")^V3cc=o, &a 

S'il n'y a pas de relation donnée entre x, y , &c , 
les variations de ces co-ordonnées feront indépen- 
• dantes l'une de l'autre , & i'équation * = o don- 
nera (A) 

. w -i^^<i^)-i <, (i rf (i rfR )) +&c = 0 - i£Ci 

il y aura autant de ces équations que de variables 
moins une, qui eft. celle dont la différentielle première 
eft le dénominateur des rapports p t q , &c, &c 

Il eft à rema quer que ces équations font celles qui, 
comme nous l'avons démontré n°. $ ? , feroient iden- 
tiques , fi Cdx étoit la différentielle de quelque 
fonction de l'ordre immédiatement inférieur. Dans 
l'article cité , nous avons fait pour fimplifier d x conf- 
tant; en le fuppofant variable, nous aurions trouvé 
dans le cas où £ ne renferme que^, x t p , q : 



• 
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dx dj 

dx dx iy ^dx a \77 d ^fJ' 

dx \dx dx \dx dp J* 

& par conféquent 

Mais fi, en ne fuppofant que trois variables jr, x, 
w, il exiftoit entre ces trois variables une relation 
telle que l'on eut • dy+-€dx-{-*du=o, on auroic 

* " » 

auOî *^ 7 -hCcr^4- fe cr w =ro,& cr*= — J'y — 

— cT tt . Repréfentons l'équation * = o par ndjy + 

ïïda—o; & dans ày = fy—pf Xi du=Su—p'Sx; 
mettons pour cT* f a valeur ; cette équation deviendra 

Au lieu des équations n = o, n'= 0 , nous aurons 
celles-ci : 

nC+n^+rf^'rro, n«/> + n'C-+-nV = o. 

En général, il faudra réduire les variations JV </V & c 
au pluspetit nombre poflible , & égaler emuite à zéro 
Je coefficient de chacune de celles qui reftent. 

Nous ferons fur les équations déterminées a t b; 
c 9 &c , a , b , c , &c , les mêmes remarques que fur 
1 équation * = o , relativement à l'indépendance mu- 
tuelledes variations des quantités a. b, toc , f 9 g , tkc 9 
lorfqml n y a pas entr'elles de relations données. Si, 
par exemple , la feule condition étoir. que la courbe . 

Y 
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pour laquelle fCdx doit être un plus grand ou un 
moindre, fût terminée par deux courbes données; 
à l'exception des variations fa, fb, &c, qui, ap- 
partenant à la courbe qui pafle par Je premier point, 
feroient nécessairement liées entr'elles par l'équation 
a, & des variations ff, fg, &c, qui, appartenant 
à la courbe qui pafTe par le dernier point, feroient 
néceflàirement liées entr'elles par l'équation a! ; on 
égaleroit à zéro le coefficient de chacune de celles 
qui entrent dans les équations b, c, &c, b\ c 7 , &c. 
Si le premier point de la courbe eft l'origine des 
abfcûTes, les quantités a, b t &c , feront nulles, & 
les termes ( A) fa, (B)fb, &c, n'entreront point 
dans les équations a , b , c , &c. Mais ce premier point 
n'étant point fuppofé fixe, les coordonnées x,y, &c, 
auront en coniéquence une variation en fens con- 
trairejde celle qui eft relative au mouvement de tout 
autre ^point, ce qui introduira dans fC les termes 
—Mfa — Nfb — &c. Nous avons reprefenté par 
fa , f b, &c , les variations de x t y , &c , qui font dues 
au mouvement du premier point, comme nous re* 
préfenterons par fda, fdb, &c, celles qui feront 
dues au mouvement du fécond point, & ainli des au- 
tres; on verra aifément que la variation du premier point 
ne doit influer en aucune manière fur celles des rap- 
ports p , q , &c. Ainfi , pour avoir les équations dé- 
terminées dans Plrypothèfe aduelle, il fuffira d'écrire 
dans l'équation a, au lieu de (A), (B), &c, ce que 
deviennent les intégrales / — MdXtfNdx^c, prifes 
de manière qu'elles foient nulles lorfque y , x , &c , 
font chacun égal à zéro, lorfqu on faitx=/*,^=»g,&c; 
& d'effacer dans les équations b, c, &c, les termes 
(B')fb' ,(B")fb", &c. Telle eft à peu près la folution 
que M. de la Grange a donnée de ce Problême ; on va 
voir que celle de M. Euler conduit au même réfultat. 
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"Si on veut que la formule intégrale J Gdx ait toutq 
l'étendue dont elle eft fufcepcible, on fera jGdx=s 

&c+'''Cd'"x+'<d»x+Xd'x^Cdx+C'dx'+ 
€"dx"+-C"dx"'-h&c; donc ,à caufe de S(Gdx)=* 
dxSG+Gfdx, on aura tfCdx =:&c+û^cf"C + 

d'xfC + d'xd'C+dxJC + dx'JC + dx'fC'-i* 
4x* ê C + &c -H "C / a "x -h "C H- ti d'x -H 
€<Pdx-t-£ , <fdx-\-G"fdx"-+-G n 'fd x" -f- &c. Mais 
Sdx=fx' — rT jr &c » en faifant ce- fubftitutions , la 
féconde partie de Texpreffion précédente deviendra 
&c — *C«f "x — ( "C - W C )fx— K , C — X) f l x 7^ 
(G — 'G)fx — (G—G)fx , — (G f — G')fx ,f ^ 
(C m —C)f* m +(»fx t T+&ci& 9 nommant a l'ab- 

fcifie qui répond au commencement de jCd x % f 
l'abfcifle qui fuit immédiatement celle qui ripond à 
la fio de la même formule intégrale, (G) ce que de- 
vient G lorfque x~a t [G] ce que devient la même 
fonction lorfque x—f, on voit que cette rréme fé- 
conde partie n'tft autre chofe que — (Q/*-44CV£-* 
&c —à'" G S» x — d" Gï'x—d'Gï x—d G/x'-~ 
dG'<rx"—dG n <rx'"—6ic. Au lieu de &c— a n 'GJ"x—> 

&c, on peut écrire &c — d "C cf *.r — &c & c — 

<T'C</V';r — &c, car *xz=s m x+à«x % & ainfi des 
autres. De plus , fi pour Amplifier nous fuppofons 
dx confiant, les différentielles tocd^x, d"x , &c 
feront chacune égale à d x t & on aura — &'c ~ 

d"GSd"'x-ècc=-^d(kc+'"Gdx+lkc)=* 

ax 

« ~djGdx=o\ la raifon de cela eft que cetto 

formule intégrale ayant par f hypothèfe toute l'étendue 
dont elle eft fufceptible , fa différentielle doit être 
nulle. Donc enfin / jGdx=? — (G)f a-*-[G]ff+< 
&Q + dxé» G—d* G,i l "x+dx£»G — d"Gù"x-^ 

Yij 



De la Méthode 
à C 'Sx' -h dxtC—àC V *"-+- dxSC—dC'S' x" -+- Sec 

■ 

Je fuppoferai 

d< = H îdx •+• Ni) -¥ Pdp -4- Q<f? + i^r -4^ &c &c , 
d'où je tire 

«f £= Af/ir -4- JW> -+■ PcTp + QcTy +R cTr + & c + &c ; 

& j'aurai par conféquent dxfC — dCfx = 

N (dx J'y — dy<Px) + P (dxJp — dp<r*)-\- 

Q(dx<rq—dqfx)-hR(Jx<rr—drfx)-\-&c-i-&c. 

En faifant comme ci-defTus eTj-— p fx = dy t &c, 

il vient, 

dxf€—dCfx=Ndxdy+Pddy-\--^Q.d>dy-ï- 
-4— Rd y dy +&c + &c; 

m 9 • • 

&, à caufe de 

dd^ = dy — dy, 

d*dy = ày"—2dy'-{-dy, 

d> dy = dy — 3 d/ -H 3 — , 

&x , je pourrai transformer fexpreflion précédente 

de dxJ C — d£<?x en celle-ci 

P+ JL Q _-l_2 l+& c)d J r + 

/• (^ T -R- & c)dy" + & c; 

les coefficiens numériques 1 font, dans la féconde lign« 
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les nombres naturels \ dans la troifiéme, les nombres 
triangulaires; & ainfi de fuite. 

Je fais pour abréger Ndx — P+ &c = M, 

P —Q+&c—P n &c; & parce que dxS C — 

dCSx = AT / dj4-P / dy + Q / dy / 4-R / dy // -+ ! 
&C-H&C j'ai 

SfCdx = — (6)fa+[C]ff+8cc+ ! 
^d'>+ w P / d f >H-'''Q / d>+'^ / djy + &c " 

t^-ty d^-H "P, d> "Q, d , % dy+ &c 

+ n, d^ 4- p, dy-+-&c 
•+-w' l dy+&c&c. 

On remarquera que W / + / P / + // Q / -+- /// i? / +&c = 

/v^— P+— Q RH-&cc=Ndx-d'P+-ï-di"Ç) l -di'"R-hStc , 

dx ^ dx* dx dx* 

dx dx 2 
' dx* dx» 

■ 

-f-— "'H— &c 

dx* 

que N/ 4- P,-t-' Q, V'R'-h&c==:jV , 4x— ifP+-ï- rf 2 'Q ài "R + &c , 

dx dx 1 

& ainfi de ceux qui fuivent. Mais pour fixer les idées, 
fuppofons deux variables y & x feulement; que la fonc* 
tion C n'eft que du troifiéme ordre, c'eft-à-dire que 
dC = Mdx-hNdy-+-Pdp + Qdq-t-Rdr; que "C 
eft le premier terme, & C le dernier terme de la fuite 
des C. Gela fuppofé , le coefficient de à'y dans l'ex- 
preflion de SfCdx, ne fera effectivement que f N é ■+• 

Yiij . 
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uX C** 

^ d* ^ toc» 

+-1'"0 — — "'H 
<*» ^ <ftr 

celui de &"y fera 

celui de d"'j( fera 

<i* ^ <fx» tf*' rfle* 

Le coefficient de if fera 
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* 'il 



d* 3 

— àOA — — d*'R L_0'-4-— dR-{ — — R'; 

dx ^ dx* dx^^ dx* ^ dx* 1 

celui de dy" fera 

enfin celui de d/ T fera B/=-jL_R'. 

Rapprochons tout cela, & nous trouverons, en faifant 

pour abréger Ndx — d'P + ^-i» "Q — — d s '"R=>n , 

pour cette partie de la variation de fCdx, premiè- 
rement 

"nd > — 
'nd> 



'y 



Yiv 



344 De la MAthode 

"nd'" y +"nd'>+'nd>- (*»P— 

■ 

fecondement, ces deux termes nd^-t-n'd/j & 
troifiémemenc, 



dx / dx dx* 

Or, dans l'hypothèfe a&uelle m Cf'"x eft la même 
chofe que (C)fa, tk C'Sx" la même chofe que [£]<f/v 
on aura donc SjGdx=* 

"n d"'y +"n d > *n d 'y ■+- n dy + n 'dy 



— • 1V iî 



Digitized by Google 



des Variations. 345" 
+ C (?' ~ à Q-+- -V <i» 'R ^ dy 

\ dx dx x J 

. Maintenant fi /Ci* doit être un plus grand ou 
un moindre, on a «T/C dx = o ; & parce que la 
variation de chaque point de la courbe, pour laquelle 
cette formule intégrale eft un plus grand ou un moin- 
dre , eft absolument indépendante de celle de tout 
autre point ; on aura chacun des termes de cette 
fuite &c, 'n, n,n', &c égal 'à zéro; c'eft-à-dire 
que pour un point quelconque, par exemple pour 
celui qui répond à l'ordonnée y, on aura Ndx— 

d'P+-i-d*»Q t -i--<f""il=o. Si dans cette 

dx dx* 
équation on met P — dP pour ; P, &rc, & qu'on ef- 
face les termes qui doivent être regardés comme nuls 
relativement aux autres ; on aura Ndx — d P 

-~d 1 0 -î— d 3 R*=zO, équation qui doit avoir 

dx dx x 

lieu dans toute l'étendue de la courbe, & qui par 
conféquent en détermine la nature. On trouvera en- 
fuite , en réduifant comme nous venons de faire , & 
en faifant ufage de la notation que nous avons adoptée 
au commencement de cet article, les fix équations 
déterminées que voici: 

(^a+[(P)^^d(Q)^^dHR)làb=o, 
(Q)-^.i(K)aO f - < • 



34* De LA Méthode 

[fl]=o. 

La fondion C n'ayant été fuppofée que du troi- 
ordre , on n'a trouvé que hx équations déter- 
; on en auroit trouvé huit, fi on l'eut fup- 
pofée du quatrième ordre, & ainfi de fuite. Cette 
fonéfcion C étant toujours du troifiéme ordre; 



réqoation Ndx—dP 4--^-i 4 Q -^—d'R=o eft 

^ dx dx x 

dty 



du fixiéme ordre ; car R pouvant contenir r = 

on doit fuppofer que généralement d*R contiendra 

— ~> Or l'intégrale complette d'une équation du 

ordre doit néceflai rement renfermer lîx conf- 
arbitraires, que les fix équations que nous ve- 
de trouver ferviront à déterminer. Telle eft la 
folution de M. Euler ; on doit voir qu'il nous feroit 
facile de l'appliquer à un cas plus général , en fup- 
pofant que t eft d'un ordre quelconque, & renferme 
un nombre quelconque de variables; que même il 
contient les quantités a , b , V , &c,/, g , g' , &c. Nous 
dirons cependant que cette folution , de la manière 
que fon célèbre Auteur l'a préfentée dans l'Ouvrage 
dont nous avons parlé plus haut, ne peut donner 
que l'équation = o; que M. de la Grange a re- 
marqué le premier qu'outre cette équation , il y en 
avoir d'autres qui appartenotent à des points déter- 
minés de la courbe; de plus, on ne peut difcon venir 
que la folution de M. de la Grange ne foit beaucoup 
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plus fimpîe. Il nous refte à faire ufage des formules 
que nous venons de trouver ; nous choifirons pour 
cela les Problèmes qui ont paru mériter davantage 
l'attention des Géomètres. N 

60. Celui de trouver la ligne de la plus rite défi* 
cente 9 ou la Brachyflnchrone , tft un des plus célèbres. 
Voici l'énoncé de ce Problème , tel que M. Jean Ber- 
noulli le propofa aux Géomètres en 1 05)7. Deux points 
A & B (Fig. 50 ) étant donnés, lefqueîs fuient dans 
un plan vertical , & ne foient cependant ni dans la 
même ligne hôrifonrale ni dans la même ligne ver- 
ticale, trouver une courbe qui paiTe par ces deux 
points, & dont la propriété foit telle, qu'un corps 
pefant defeendant le long de fa concavité, mette 
moins de tems à la parcourir, que toute autre ligne 
droite ou combe , pafTant par les mêmes points. Le 
tems donné pour réfoudre ce Problême étant expi- 
ré, on n'en vît paroître que quatre folutions, qui 
étoient de MM. Newton, Léibnitz, Jacques Ber- 
-noulli , & le Marquis de l'Hôpital. 

Sur la verticale AD % je prens une partie AP=x; 
& fuppofant que AME foit la courbe cherchée, je 
lui mène l'ordonnée horifontale P M que je nomme 
y. J'ai démontré ( n°. $2 ) que le tems par l'arc in- 
finiment petit M/a , lorfque la vitefle eft nulle au 

point A % eft proportionnel à — , oui 

jlxy/(i+p ) g tout e fl réduit à trouver la courbe 

pour laquelle la formule intégrale / **^+f> eft 

jefaaiC^^^^où je* 



34-8 De la Méthode 

rerai N=o , P = — — — ; &, à caufe de 

Wix — dP=o, j'aurai pour l'équation de la bra- 

chyftochrone </P=o, ou P ( = — — — — ] as 
1 étant la confiante arbitraire ajou- 



tée en intégrant. Donc aip 1 = x ( i & 

(ày \ \/ x . n 

— \ = _ ; cette équation eit celle 
dx ) t/(*>— *) * 
Jane cycloïde décrite fur une bafe horifontale AC 
par un cercle qui a m pour diamètre. 

Ainfi dans un milieu non réfiftant, la brachyfjo* 
ehrone , comme la tautochrone , eft line cycloïde ; 
Galilée croyoit que la première étoir un cercle , & 
ce grand homme n'avoit pas trouvé dans la Géo- 
métrie de fon tems, des fecours furfifants pour ré- 
fbudre ce Problème. 

Si on l'eut propofé de cette manière : Deux courbes 
aAb> mBn (Fig. 31) étant données dans un même 
plan , en trouver une troifiéme A B fur laquelle un 
corps pefant puifle defeendre de Tune des courbes 
données à l'autre dans le moindre tems pollîble; alors 
les points A & B n'étant plus fixes , on auroit pour 
le point A , qui eft toujours l'origine des abfcifles, 
& où la viteffe eft nulle ; on auroit, dis je, pour le 
point A,[(C) —f— Afdx]fa+(P)db — /— Nd x . 
' =0, & pour le point B t [£]cT/-r-[P]dg===0. 



àb de 

En repréfentant par & ce que devient le 

rapport aU x points A & B, & mettant <ffc— 
àb àg 
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àcaufedeiV=o,[(Q —(P)+fMdx]fM+ 

(P)M=o & ([C] — à jj-[?})*f+[PVg=Q. 

Alaintenant , puifque P eft confiant , l'équation 
M dx-+-P dp donne fMdx = C — P/?-f- confiante; 
& comme cette confiante doit être telle que jMdx 
(bit nulle au point A , elle eft égale à ce que devient, 
au même point, C — Pp pris négativement; cette 

confiante eft donc égale à (C)-f--jj- (P). Mais 

l'intégrale fMdx doit être prife de manière qu'elle 
foit nulle au point A , & qu'elle ait fa valeur com- 
plexe au point B;ainfi la quantité qu'il faut fubfti- 
tuer à J Mdx dans la première équation eft [£]— • 

d F d b 

-jj-[P] — (f ) I ■ (P) ,& par-là cette équation 

devient A- [ P] ) cT a ( P) <Tfc = o. 

d 

La féconde étant toujours ([C] JL[P])«rf -f, 

[P] / g=x o , on tire de l'une & de l'autre ( P ; an 

[ P] —t y & » parce que P eft confiant , ce qui donne 

(P; = [P1, on a = — ^- ; cette équation fait 

voir que la tangente AT menée à la courbe aAb 
par le point où commence la brachyftochrone doit 
être parallèle à la tangente Et menée à la courbe 
m En par le point où la brachyftochrone fe termine, 

1 P 

De plus , Q — Pp=—~- — = — ; donc 

v^t/O-t-? 1 ) p 

de 

[£] ^[^3» c ^ ce <l ue devient C— Ppoi 



jyo Di iÀ HéiHODi 

pointB,«ftég*ii[Pl:47 J & ,4 feconde ^l""' 100 

fe change en celle-ci ([ P ] : -^r) //■+• [ P ] H = o , 

ou divifant par [P], en celle ci — == Nous 

irons vu (n°. ya) que cette dernière équation étoit 
celle des trajectoires orthogonales; d'où il fuit que 
la brachyftochrone doit couper la courbe mBn i 

angles droits. 

Si on n'eut point fuppofé que le point A fût ! ori- 
gine des co ordonnées , & qu'à ce point la vireffe fut 
nulle ; en nommant a & i les valeurs de x & y à cç 
point , h la hauteur dont il faudroit que le corps 
tombât pour acquérir la vitefle que nous lui fuppo- 
fons au point A, & faifant la gravité = i,on auroit 
eu tt*=a*-+-con(t.; & parce qu'au point A, u*=2À 
& x=a, on auroit eu la confiante = 2 A— 2 a Se 
u ~ Y % j/( -r a ). Donc dans l'hypothèfe pré* 
fente la formule intégrale, qui doit être un minimum, 

w«v(.h-,») , AcaufeaeC= v^±gi) , 

J ^(jc^-A— a) |/(x-hA— a) 

on a K= ^^V/*+ 

Mais À ne peut être fon&ion que de â & £ , & nous 

avpns fait iï = Mf* + fl*y-*-t*P+-A**+ 
B«Ti; donc, en fuppofant dh = hi<Ta-l-h2fb 9 on 

aura O , F=^:l/(i-+-^>l/(*+-* — . 
A = M (hi — i> , B = h2M. L'équation de \% 

fcraehyftochrone fera p = ]/ ( « 1 ) V ( * ' > 1 
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I^Cx+k — a) ; il nous refte à trouver celle qui 
convient au premier point , & celle qui convient 
au dernier point de la courbe. On a pour la pre^ 
miere f(C) — (A)] <fa + (P)dfc — (B)fb = o, 

àb . db n 
ou mettant /fr —fa pour dfc, [(C) — 

dû. U& 

(4)]fa+[(P) — (B)yb=o. Pour trouver (A) 
& (B) , je remarque que dC — Mdx-\~Pip donne» 
P étant confiant , fMdx=C — Pp\ donc l'inté- 
grale [M dx > prife de manière qu'elle foit nulle lorC- 
que x — a & jy = , devient lorfqu'on fait x==f 

*y=g, égàk i [C]_^[PJ-(C)+^ (P) 

que je fuppofe = K. Donc, à caufe de fAdx= 
(ki-i)fMdx & de /Bdx=zh2fMdx 9 on a 
(^) = (/n-i)K, (2*)=:/i2K; & notre équa- 
tion devient [(C)—^(P)—(hx~i)K]fa + 
[(P)—h2K]fb=*Oy celle du dernier point eft 
([£] ^[P]K/-4-[?Fg = o. Sans rien di- 

minuer de la généralité de Thypothefe aduelîe, je 
puis fuppoler que h=a> c'eft-à-dire que la viteflè 
au point A a été acquife en defeendant depuis l'origine 
des abfcifles \ cela donne /n=i,A2 = o; & par-là 
cotre première équation eft changée en celle-ci [ (6) — 

4^(P)3^-MPH*=o. Ma* c— Pp=— 5 

donc ( £ ) 7- (P) • qui «A ce que devient t—Pp 

ad 

au point i4,eftégaU(P):~, &[C}--^j[P]. 
qui eft ce que devient C— Pp au point B , eft égal 



35*2 Dï la Méthode 

dg 

à [ P ] : Par ces fubftitutions , nos deux équa- 

d a. 

tîons fe changent en celle - ci, ( P ) —7- «P a + 

CP;/i=o & [P]4^ tr /-*-[ p ]- r g=°' d, ° ù r ° n 



tire-— = — & — = f-. Donc fi la 

da tg . 4/ 

vitefle au point A n'eft pas nulle , la brachyftochrone 
doit couper à angles droits les deux courbes données. 

Nous avons fuppofé que la brachyftochrone devoit 
être toute dans un même plan ; cetre fuppofition , 
qui pourroit n'être pas exa&e, mérite d'être examinée. 
En nommant x,y, \ les co-ordonnées de la bra- 
chyftochrone , regardée comme courbe à double 
courbure, on aura le tems que le corps mettra à 
décrire l'arc M fji(=\/ (dx % *+>dy*-\-di % ) ) propor- 
u d x 

tionnel à ; on a fuppofé l'origine des co-or- 
données au point A , & on a fait pour abréger 

Kt-K^)' 4 - (ir)l s - Do,M:h formu - 

le intégrale qui doit être un minimum eft y ^ * ■ ; fit, 
à caufe de dC=(u :2x\/x)d x ( x ) 

l'équation de la brachyftochrone d^-^:u\/~x^&y-\* 

d ("^"V^*") ^l— °- S'il n 'y a pas de relation 

donnée entre x ,y , f ; on tire de cette équation les deux 

fuivantes 
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fuivantes -~ =u]/(ai x), = u 1 x ) ; 

& par confcquent — - : -— = — — — - , ce qui 
* dx dx * 

fait voir bien clairement que la brachyftochrone doit 
être toute dans un même plan. 

Propofons-nous maintenant de déterminer la bra- 
chyftochrone dans une furface courbe ; en prenant 
pour l'équation de cette furface di=zmdy-\-ndx> 

on auroit cT^= m<Ty 4- n<Tx t & dfÇ=J ï — 

—fj-^* )=mcTy-f-^n ^j^")^*' L'équation gé- 
nérale que nous venons de trouver fe changeroit en 
celle-ci : d : u V *) (/y ~ 7^ * *) + 

d (£ : " ^ +[« - 17^0 = °- 

Alors les variations étant réduites au plus petit nom- 
bre poflible , on égalerok à zéro le coefficient de 
chacune , & on auroit pour réfoudre le Problême les 
deux équations 

4 (4r : " + "> i (77 : " y*) - - *r 



dy J ' 

On remarquera que G l'on multiplie par — & 

que l'on mette enfuire pour — m fa valeur n— 

la première équation deviendra identiquement 

Z 
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la même chofe que la féconde ; il fuffira donc d'en 
prendre une, & de la combiner avec l'équation d\=z 
mdy -\-ndx pour avoir la brachyftochrone de- 
mandée. 

Avant que M. Bernoulli propofat aux Géomètres 
le Problème de la plus vite defcente , Newton en 
avoit réfolu un du même genre dans le Scholie de 
la 94 e propofition du fécond Livre de fon admirable 
Ouvrage, qui a pour titre: Phdofophiœ naturalïs Prin- 
cipia Mathematica. Voici l'énoncé de ce Problême. 
Par deux points donnés A & b (Fig. 32), on ima- 
gine une infinité de courbes qui , dans la révolution de 
la figure autour de l'axe jB D , décrivent les furfaces 
des différens folides ; & on fuppofe que ces folides 
font mus de D vers B, dans un fluide en repos, tous 
avec la même viteflfe; cela pofé, il s'agit de trouver 
celui de ces folides qui doit rencontrer la moindre 
réfiftance. Je fuppofe que b MA foit la courbe cher- 
chée ; & ayant pris une partie infiniment petite'Afm, 
j'abaifle fur l'axe BD les ordonnées perpendiculaires 
MP ,mp; puis je tire M p parallèlement au même axe. 
Selon l'hypothèfe commune , la réfiftance qu'éprouve 
eft à celle qu'éprouve m/x:: ( m/x) 2 :(M/n) a ; 
mais la réfiftance qu'éprouve m/A eft comme cette 
petite ligne elle-même; donc, en nommant BP, x 9 

PM, y, on a dx x -{-dy*:dy* :: dy — —, , & 

4 J * J dx x -k-dy x 

et quatrième terme eft la réfiftance qu'éprouve îe petit 

arc Mm en fe mouvant de D vers B dans un fluide en 

repos* On trouvera donc que la réfiftance qu'éprouve 

toute la zone, engendrée par Mm dans fa révolution 

autour de l'axe D B , eft proportionnelle à » » 

& que par conféquentla formule intégrale J-^** 
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35j 



doit être un minimum. En faifant = p , cette 

dx r 

formule devient f pi J dx . a ; n f; £_ — P 3 .? 



P* ( H-p^ 



On a l'équation iVd# — iP = o,&, à caufe de 
■M=o, on a aufE dC = Ndy P dp-, doncN= 

~^P, & ^^^P-j-P^; d'où l'on tire C= 

/>P+tf 1 > ai étant la confiante arbitraire qu'on doit 
ajouter en intégrant. On a donc , pour déterminer la 



l'équation 



(iH-p*)» ^ + gI ' ^ u ' on réduit à ^P'^-H 



« 1 ( 1 =° » & qu'on peut mettre fous cette 

forme jy= ■ > -. On tire de cette équation 

i 

7 : " p Trr " pl ■ : — ; or fi fur J3* 

on prend une pàrtié J3e==4a 1 , & qu'on mené ef 
parallèlement à la tangente MT, les triangles fem- 

blables eBf> MPT donneront B/=:-±ÎL f 

.... - " P 

4flï\/( l ^-p a ) 

1 — ; & la proportion précédente fe ré- 

P 

duira à celle-ci : MP: ef: : (e/)' : ^Bf.(Be) 1 , qui 
eft celle que Newton a donnée dans le Scholie cite. 

De l'équation </x=s^-, on- tire *= — 

P . * p 

Zij 
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pL-2-.Mats,acaufedejf== — — » T 7 ^ - 

, . (iL + iiL + iL^ , dont l'intégrale com- 

\p' p 1 p y 

pîette eft a i (- - - jr + Io * 0 + * 1 ; 

donc x=bl + ai{ ^ p * 

log. A Ces deux équations *=i> 1 i + 

§ -i- + 1 + log. p) > J = ferviront 

à P conftruire la courbe ; & on déterminera les conf- 
iantes a i & b i par la condition qu'elle doit pafler 
par les deux points donnés. 

Dans les deux Problêmes précédens , C ne s eft trou- 
vé être que du premier ordre; en voici un de Géo- 
métrie pure , où C eft du fécond ordre. On demande 
de trouver la courbe A M ( Fig. ? 3 ) qui avec fa dé- 
veloppée AK & un rayon de courbure MK, ren- 
ferme un efpace A M K qui foit un minimum. Si l'on 
nomme A P, x , & l'ordonnée perpendiculaire PM 9 y; 

on aura pour l'élément de l'efpace, — \f(ix<+-ij*). 

Mais en faifant dx confiant, on a (n°. 20) MK= 

i 

^ égal à - ( -J it l . *f-~~ eft ,a 
formule intégrale qui doit être un minimum. Ainfi 
c== _ilî2l21; d'où l'on tire M=o, N=o, 

• q - « 

fjm - F -, Q= 1 — . L'équation 
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Ndx—dP-h-4-d*Q=o devient dP=-^- d' Q . 

dx dx 

1 

& donne P=a 1 -h -^-iQ; de plus, JC — P ^-4- 

Qdf , & mettant pour P fa valeur, dG=aidp-\~ 
Î^Q-f-Q^Î» donc 6 1 -ha 1 p-\-q Q, ou 
2( i-t-p*) 1 =b iq-{-aipq* Maintenant, à caufe de 

q = -f-, on a dx = ,&at=ci— 

ai — Aip n dp flî — £ ip 

4(H-p a ) 4 J H-p* 4 C » 

tJ^—A tang. p. On a auffi dy=pdx & y=px — 

ai £ r 

fxdp—px — cip-\ A tang. p — log.(i4-p J ) — 

4 8 

il 

(p^tang.p — ^log. (i-r-p 1 -)), cavfdpA tang.p 

ou fa f-Jî— = P aJi — r pdp = 

/n4 tang. p — j log. ( !-+-/>'). Ainfi x = cl — 

ai — £ ip è i . 
———-H 4 tang. p & 7 = ^1 — 

aip — bip* aï . . 

A tang. p- y avec ces deux equa- 



^(i-f-p 1 ) 4 
tions j'élimine -4 tang. p, & il me vient en mettant 

. . (ai — bip)* 
a 2 pour ai ci — bidi , — = a2 — 

4( i-4-pM 

aix+biy. Je mets pour p fa valeur -A , & je 

dx 9 

nomme s l'arc A M de la courbe cherchée ; par-là 
je change l'équation précédente en celle-ci : dj = 

aidx — btdy m . 

—77 -7 — T» tfoû I e -We alternent j =5 

Z.»« 
"J 
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et — l/(a2 — aix-\-biy). J'ai démontré (n°. f2) 
que cette équation étoit celle d'une cycloïde; de plus, 
les quatre confiantes arbitraires à déterminer exigent 
que la courbe pane par quatre points donnés ; ainfî 
entre toutes les courbes qui peuvent pafler par quatre 
points, la cycloïde eft la feule qui (atisfaûe au Pro- 
blême propofé. 

6*1. Dans le Problême des ifopérimetres , propofé 
aux Géomètres par Jacques Bernoulli en 1697, on 
fuppofe que des courbes ont entr'elles quelques pro- 
priétés communes , & on demande de trouver celle, 
de ces courbes pour laquelle une certaine formule 
intégrale foit un plus grand ou un moindre. Par exem- 
ple, la propriété commune à toutes ces courbes eft* 
que la formule intégrale f^dx foit une quantité conf- 
ronte , & on propofé de trouver entr'elles celle pour 
laquelle la formule intégrale f£4 x f°»tun plus grand 
ou un moindre. On a les deux équations //Cdx =0 
& ff\dx = Oi or fi pour abréger nous ne fuppo- 
fons que deux variables^ & x , nous pourrons re- 
préfenter ces deux équations par &c *n d 'y -H 
ndy-f-n'd/4-&c==o, & fcc-j-'x d^-hxdj-h 
2 / dy-f-&c = o. Ces deux équations doivent être 
combinées Tune avec l'autre ; pour cela je multiplie 
la première par r t & je l'ajoute enfuite à la féconde, 
ce qui donne &c -Kr'n-fc-'sj.d'^-f-C" n-hs). 
dj-f-Crn'-f-s'). dy-f-&c = o. Maintenant je puis 
égaler à zéro le coefficient de chaque d^ , mais n'ayant 
d'inconnues que <r , je ne prendrai, pour déterminée 
la nature de la courbe cherchée que les deux équarions 

fn+î = o, d'où je tire — = 

n' àz dn _ 

— , ou — - = , $c par conféquent aiz = n 
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qui eft l'équation de la courbe cherchée. Si on fup- 
pofe que les courbes en queftion ont encore pour 
propriété commune que la formule intégrale fjxdx 
foit une quantité confiante ; on aura les trois équa- 
tions SfÇdx=o, ff\dx=Oy fxdx—o, qu'on 
repréfentera par ces trois-ci : &c-h'nd j-r-ndj-r- 
n'dy ~f- &c = o , &c-b'2d'^-i-2dj-h5:'dy-h 
&c=o, ôcc-h / rd / jy-hT^-f-Tdy-f-&c = o. 
Ayant multiplié la première par <r , la féconde par t , 
on les ajoutera à la troifiéme, ce qui donnera &c-H 
( <r ' n t ' 2 -+- ' T ) . d 'y -h ( <r n -f. T 2 T ) . d y -h 
(<m f -\- T x' -t-T ) dy' -h &c=o. On fera enfuke les 
trois équations «r'Or-t- t's 4- / f=o , <ra+T2 + 
T=o , <rn / -|-T2 / -4-T / =o ; d'où l'on tirera, ert 

éliminant r & , , (21 _ JL) (L _ _ 

(ï-4)Ç-f)-'(f>(T)- 

d (— ) CttO 5 en ^0^ nt on cuvera 

d «= a 1 4 (i). & ^ . 

Sans pouffer plus loin ces calculs , je crois qu'on peut 
regarder comme démontrée la régie générale que 
voici pour réfoudre toutes les queftions relatives au 
Problème des ifopérimetres. On cherchera , par les 
méthodes données précédemment , pour chacune des 
propriétés , le coefficient qu'on égaleroit à zéro fi cette 
propriété feule avoit lieu j puis ayant multiplié tous 
ces coefficiens moins un , chacun par une quantité 
confiante , on en fera une fomme , qui égalée à zéro , 
fera l'équation de la courbe cherchée. Cette formule 
paroîtra bieo plus ilmple encore , lorf jue nous en 

Z iv 
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aurons fait ufage pour réfoudre quelques Problèmes 
particuliers. 

On demande de trouver, entre toutes les courbes 
de même longueur, celle qui, dans fa révolution au- 
tour de l'axe AD ( Fig. 34), décrit la furface qui 
foit un plus grand ou un moindre. La propriété com- 
mune à toutes ces courbes eft qu'elles doivent être 
de même longueur, on a donc <T/ dx\/( i-+-/? a )=ô; 
& pour le coefficient qu'on égaleroit à zéro fi cette 

propriété feule avoit lieu , d ( — ■ — - — j . Mais la 

courbe cherchée doit décrire , dans fa révolution au- 
tour de l'axe AD , une furface qui foit un plus grand 
ou un moindre, on a donc aullï ffydxy (i-\-p')=0' t 
& pour le coefficient qu'on égaleroit à zéro fi cette 
feule propriété avoit lieu, dx]/( 1 -hp>) — 

* ( \ Donc a i d ( 1— ) 

ixV(i+f)-d( v > y ^- )=o eft l'équa- 
tion demandée. Je donne à cette équation la forme 

fui vante ( a 1 —y ) d (— — - — —\ u 

dx\/ ( i^-p*)=o , & elle devient , en mettant/?^ pour 

en tire, en multipliant par p & mettant dans le fécond 
terme dy pour pd. r, i+/>> )d Q^— ) -f- 

— = o. Pour intégrer le premier terme , je 

û 1 y 

fais = » > & f* p V< « +p>) 

d ( Mt+fi ) = • dont rmté p& eft 
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— ~log. (1 — u*). Donc (1 — u')(ai — y)=bi', ' 
d'où l'on tire ^ % =* 1 — 7» oub 1 ]/(i-\-p*)— 
ai — y. Cette équation donne dx = 

— ; —-rz — rr & celle de la chaînette ou 

caténaire, 

Galilée , qui avoit cru que la ligne de la plus vîte 
defcente étoit un cercle , avoit cru auflî que la courbe 
que forme une chaîne parfaitement flexible, & fuf- 
pendue dans un plan vertical par fes deux extrémi- 
tés, étoit une parabole, M. Jean Bernoulli trouva 
le premier que la chofe n'étoit point ainfî ; & voici 
comment on le démontre. Des extrémités B & D 
de la chaînette & d'un point M pris à volonté, 
j'abaifle fur l'horifontale AC les ordonnées perpenr 
diculaires BA 9 DC de MP\ & ayant mené par les 
points B & M des tangentes B T 8c MT, je tire par 
le point T où elles fe rencontrent , une perpendicu- 
laire TO au même axe AC. Je nomme AP , x , 
PAf, y, l'arc BM, s, le poids de cet arc, n, la 
tenfion de la chaîne fuivante BT,/, l'angle que la 
direction de cette force fait avec la verticale TO , m. 
On peut fuppofer que tout le fyftême eft en équi- 
libre; or la chofe étant ainfi, on démontre dans les 
Elémens de Statique, que n:/::fin. BTMSm. OTM. 

dx 

Mais l'angle TMP (n°. 17) a pour tangente -j — =s 

— ; donc fin. TMP— — — - & cof. TMP= 

P ✓O+J 1 ) 

: de plus , l'angle O TM eft le fapplé- 



P 



ment de» TMP; il a donc pour finus, 
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& pour cjfinus, — — -.On a aufli fin. BTM-. 

— V 



fin. (BTO + OTM) = rin. m. 



Col"* /72 

; doncn:/::cof.m — p fin«m:i ; & l'équa- 



tion générale de la chaînette fera p=: ^ C °^ m 

fin. m 

Si ta corde eft uniforme dans fa grofleur , on pourra 
r • « ày f cof. — * N „ 

faire n=j, & on aura -f- = — ;d ou l'on 

dx lui. m 

d*y 

tirera, en différenciant & faifant dx confiant , -— — = 

—l/(ix*+iy*) àyà*y — dydx 

ou 



fin. m ' V (dx z -*-dy % ) fin. m 

En intégrant de part & d'autre, il vient {/(dx^dy 1 ) 
( a *-~j) dx ^ dx _ fdn.rn.dy 



/fin. m y/ [(ai— y) % — /Min. m 1 ] 1 

il eft clair que la courbe peut tourner fa convexité, 
comme fa concavité, vers Taxe AC\ dans le pre- 
mier cas , la furface décrite eft un moindre ; elle eft 
un plus grand dans le fécond. Enfin on intégrera une 
féconde fois après avoir fait/ fin. 77z = ii, & on 
aura pour l'équation finie de la chaînette x = c i — 
Ai log. (ai— jf-Hj/[(<ti— yy— Ji*]. 

Nous nous propoferons pour fécond Problême de 
trouver entre toutes les courbes qui répondent à la 
même abfciffe BC(Fig. jy), & qui étant de même 
longueur , renferment des efpaces égaux ABD> celle 
qui dans fa révolution autour de l'axe BC engendrera 
le folide de plus grand ou de moindre volume. En 
nommant BP, x t PM,y; on exprimera les propriétés 
qui font communes à toutes ces courbes paj: les deux 
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équations <rfydx^=0 & ffix ]/ ( i+p^rso; on 
a aufli ffy 1 dx = o. Les coefficiens qu'on égaleroità 
aero, fi chacune de ces propriétés avoit lieu feule , font 

i x 9 d ^ & 2y d x\ on fera donc l'équation 

i ^ _ L, ^ =sbidx+2aiyix 9 qui étant multipliée 
par p > devient pd ( — ( 1 ~ ^ = & 1 dy + 2 a lydy . En 
%Pofant ^ ~u,ona;,a(-^— ) 

* li d U 

— _J1 ; & pour l'intégrale du premier mem- 
bre de notre équation — 1/( 1 — «*j=s— ^^py ' 
Donc , ~ 1 ; -=g H-fr ijr + tf & /> = 
-L _ ;d ou Ion tire ax — 

ci -h* iy-+-a iy x 
(a+hty+a^dj, Tambiguité 
|/ti— (Ci^ijH-4iJ*)*j 6 
des fignes qui précédent nécessairement le radical, 
on aura les deux courbes , dont l'une convient au 
maximum & l'autre au minimum. 

M. Jacques Bernouîli a donné à ces courbes le nom 
de courbes élaftiques ; voici pourquoi. J'imagine une 
lame élaftique A MB (Fig. 36) appuyée contre un 
obftade inébranlable B, & une verge inflexible CA 
qui , étant normale au point A , fait prendre à la lame 
élaftique la courbure BMA , & la retient dans cet 
état avec une force <p appliquée au point C. Je prens 
CA prolongé pour ligne des abfciffes , & je nomme 
CA y c y AP y y y PM t x. Le moment de la force 
§ eft 4>(c-+-y ) . & ce moment doit faire équilibre à 
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l'élafticité de la lame au point M Cette élaftici té dépend 
& de la nature de la lame, que nous fuppofons être ia 
même dans toute fon étendue , & de fa courbure au point 
M, de forte que nous pourrons fuppofer que Télafticité 
au point M eft: en raifon réciproque du rayon de cour- 
bure à ce point , ou qu elle eft par conféquent pro- 
portionnelle à — * t , en faifant dy conf- 

tant. Ainfi, en nommant bh* l'élafticité abfolue de 
la lame, ou celle qui ne dépend que de la nature de Ces 
parties conftituantes , on aura l'équation <j> ( c -+7 ) = 

bE — * , qui étant multipliée par dy , & enfuite 

intégrée . donne »(e+cjr+-g) = 

On tire delà dx= — — - — - — — ; 

en comparant cette équation avec la précédente , on 
voit que ( Fig. 3 y) le point B eft celui par lequel la 
lame s'appuye contre l'obftacle inébranlable, & que les 
forces qui lui font prendre la courbure ABD agiffent 
dans les directions AD & D A. 

62. Toutes ces queftions de maximis & minimh 
fe réduifent à trouver la variation d'une formule in- 
tégrale telle que fCdx. Pour généralifer ce Problême, 
nous fuppoferons que C , outre les quantités y , x , 
P , Q . &c . renferme encore une formule intégrale 
fV dx t V étant fonction des mêmes quantités^, x , 
p> q: &c. Nous ferons fZ=LffVdx-\-ïK i <f K 
étant égal à Mfx -f-iVVy-t- Pfp+Qfq -4- &c , 
& <P^=Mifx~hNi<ry-\-Pifp-\*Qi<Pq-{-&:ç. 
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Cela pofé, à caufe de <rf€dx=Cfx-hf(dx<rC 

dCJ"x) t nous trouverons, en faifant attention que 
à£=LVdx+dK % J"lCdx=C^x^f(Ldx/rydx-^ 
dxSK—dKfx—Ldx.Vfxyt Mais f(Vdx = 
y**+f(dx*V—dV*x) ; en fubftituant cette va- 
leur, il vient <?fCdx = Çfx-irf(LdxJ[dxfV— 
dV*x] + dx*K— dKfx). Nous changerons 
f(Ldxf[dx*V—dV*x]) en fLdxMdx+V— 
dV*x]—f{fLdx.[dxW—dV*x]y % .Qt fi nous 
nommons (I) ce que devient l'intégrale fLdx (prhe 
de manière qu'elle foit nulle lorfque x=za & y=b) 
lorfqu'on fait x=f&y= gt (L) fera une quantité 
confiante, & au Heu de fLdx .f[dx fV—dVfx] 
nous pourrons écrire f({L)[dxfV—dV<?x]). Donc 
f(Ldxf[dxW—dWx])==f([(L)—fLdx] \dx*V— 
dV £ x] ). Nous mettrons cette valeur dans Texpreflîon N 
de SfCdx, &, après avoir fait pour abréger (L) — 
fLdx =fx , nous aurons <T/Wx= Ux+f (fx[dx^V— 
dfSx]+dxfK — dKSx). Mais on verra ailé- 
ment que f(dxfK— dKSx)= 

à (jï d R )) + &c ) dx d Jy +&c } 

+(Q— -^iR-hiK ^J^àày -+-&c 

Il ne fera pas plus difficile de voir que f(i*[dxfr-^ 
df /r J'x])= 
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Ceft pourquoi fi l'on fait pour abréger N-hpNi= 
2V(i), P-f- f ti J i=P(i) t &c; on aura la variation 
de /Cd* par cette équation ff£dx= confiante + 

■ 

* 

qui eft précifément de la même forme que celle que 
nous avons trouvée lorfque C ne renfermait point 
la formule intégrale jVix. 

Je fuppoferai que V lui-même renferme la for- 
mule intégrale JVdx % par 17 featens une fondion 
dey, &c, telle que fU=M2tx-i-Nzfy+ 
p 2 fp -+-Q2«T5-*-&c ; & je ferai <T K= L i ffUà x+ 
«TKi, cTKi étant égal à -M i „y 4- iV i fy* 
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F I 1 fq+&c. Maintenant, à caufe de dV=z 

LiUdx+dK 1 , cette expreflion àx&V — dV^x 
deviendra L 1 à xSfUdx-ï-dxf K 1 — dK 1 fx — 
JLidxMSx. Mais <f fUdx*=U Sx-hf(dxSU-^ 
dU*x)\ donc dxfV—dVfx = Lidxf[dxfU— 
dUfxî+dxfKt—dKlfx; & fubftituant cett^^ 
valeur dans l'équation J i ('Cdx=€fx + f(fA[dxJ V-2*& r 
dr t r x ] + dx<TK—'dK<rx) i j'aurai ff€dx=s 
£Sx+f(tA.Lidxf[dx<rU—dUfx]-+~fjL[dxfKi — 
dKiSx ]-+-dxSK — dKfx). Je transformerai 
f(/*Lîdxf[dxfU—dUfx]) en fixLidx.\ 
fi dxf U—d U*x]—f(fpL tdx.[dxfU~ 
dUfx]), qui devient, en nommant OLi) cette 
intégrale fpLidx prife comme nous avons fait plus 
haut celle-ci fLdx, qui devient, dis-je,/([(/xL 1 ) — 
/>L 1 dx][dx<PU — dUfx]). Je mettrai ces valeurs 
dans l'expreflion de S/Cdx, &, après avoir fait pour 
abréger {H.L\)—ffxLidx—fxï i j'aurai SfCdx=z 
C**+f{l*i[dxfU—dUfx}+f*[ix*Ki-- 
dKiSx]-\-dxfK — dK<?x). Donc, en faifant 
encore pour abréger N-\-fxN 1 -{-p 1 N2 — N(2) t 
P-hf*Pi-hf*iP2=P(2) 9 &c i on aura ffCdx a 
confiante -+- 

/ ? (^ (2> _^P (2)+ _L,(_L (iQ(2) )_ 

i d (i 4 d R ( 2 } ) ) + &c ) d * d > + &c } 

4- («(a)— &c) £ à +&c-f-&c . &c. 
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On demande la variation de fCdx , en fuppofanc 
que C , outre y , x t p , q, &c , renferme une quan- 
tité 6 qui n'eft donnée que par une équation de cette 
forme d^—rsdx* par ** on entend une fonction de 
y y x* p» q, &c & de 0. On a b=fmd x> or fi Ton 
repréfente par fudx la formule intégrale indéfinie 
qui entre dans l'expreflion de Ô , & h l'on fuppofe 
SC=LSfndx-hfK , <PK étant égal à AWx+ 
A^-f-PeT/j-f-QcTj-H&c, onaura«//C^a:C=C«/ x x-i- 
f{dx£C — dC<Px)) = C<P x f( L d x <Pf udx-+' 
dxSK — dKfx — Lndxfx). Mais cT/n */*■=: 
n<Px-)-f(dxfn — dilfx); donc f/Cdx = Cfx+ 
J'(LdxJ[dxSn — dnSx]-+-dxfK — dKSx). A 
caufe que n doit renfermer j n d x , je fuppoferai 
«rn = Li<r/nJ^ + crK i, cTKi étant égal à 
M i fx-k-Ni fy-l-P i <*>-f-Q i <^-+-&c, & j'aurai 
d x <Pn — d UcTx = Li dx( ffnd x — nfx )-4- 
dx^Ki — dKifx, qui devient, en mettant pour 
ffndx fa valeur, dxfn — d nfx = L i dxfï d x<fn — 
dnfx]-hdxfKi — dKifx. Or li je fais 
/[dxfïl — ^neTx]=9r, j'aurai dxfn — dïlJ y x=drr 9 
& l'équation d* — L i <ndx—d x<?K i — dK lfx, 
d'où l'on tire * ou /[djrcTn — dnfx]=ef Lt dx (conû. 
-\-ft-J L * d *[dxfK i—dKiSx]). Donc 
C fx-hf{ Ldxtf L 1 d * (conft. « <*«[ <fx/JC i — 

dK ifx^-ï-dxfK — dKfx). Je transformerai la 
formule intégrale f(Ldx ei^^ x ft-f Lldx [dxJ"Ki — 
dKifx}) en celle-ci ifef^Ldx . /W dxfKi— 
dKi<rx]~f(fef l <***Ldx.i-ft<***[dxfK i — 
(fKi<r/]); ou , nommant H ce que devient l'inté- 
grale/ ef L 1 dx Ldx ( prife de manière qu'elle foit nulle 
lorfque*=<z &y=b) lorfqu'on fait#=/ &y=g t 
je transformerai cette même formule intégaleen celle- 
ci : f([H — fef Ltdx Ldx] . e-fL*d x [dxfK i — 
dKifx]). Èn mettant cette valeur dans l'expref- 
lion 
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fion de ffCdXtbL faifant pour abréger e~f L 1 d *[H — 
fefl<id*Ldx]=ti t il viendra SfCdx = conft. + 
e * * + /( M [ * * K 1 — à K 1 «T x ] + a x / K — 

On fuppofera que <TK & «TKi contiennent l'un 
«4</ N a-f-£«r£-4-&c, l'autre /1 1 fa-\-B j ; 
& on fera N-hj*Ni =N(i), P-+.aiPj=P(i), & c > 
^+^^1 = ^(1), &c. Cela pofé, fi fCdx doit 
être un plus grand ou un moindre , on trouvera , 
en raifonnant comme nous avons fait n°. yp, pre- 
mièrement 1 équation (■*) 

(*CO-^POM-^(^Q (1 ))- 

. é 

qui fervira à déterminer la nature de la courbe pour 
laquelle JGdx eft un plus grand ou un moindre; fe- 
condement ces deux fuites d'équations déterminées, 
dont les unes appartiennent aux premiers points , & 
les autres aux derniers points de la courbe en quef- 
tion. 

(a)..[(C)_ (i<(i))]/a-K(P(i)) — -^(Q(O)-H 

(*) • t(QCO)— -^cfl(i))-*- 

* ■ • du 

&c].ldd5— (B'(i)),ri'+&c=o, 
— (B")f6"+&c=ao,8cc; 

Aa 
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m [[G<o]— ^i[R(oi-H 

(C). [[*(«>]— *e]^(^fc) 

^(^[RCO])— &c]dg + (G(i))/g-t-&c=o, 

&c ) -J- rfd£-f- ( G' ( i))<fg'H-&c=o, 
H-(G , '(i))^"-t-&c=o, &c. 

Nous allons faire ufage de ces équations pour réfoudre 
deux Problêmes qui méritent attention. 

On demande de trouver la courbe de la plus vite 
defcente dans un milieu qui réfifte comme une fonc- 
tion quelconque de la vitefTe. On aura , en nommant 
y une ordonnée à un point quelconque de la courbe, 
l'abfciiTe correfpondante, x> la vitelfe au même point, 
u , P cette fon&ion de la vitelTe à laquelle la réfif- 
tance eft proportionnelle , & fuppofant la gravité 

= i, \/(dx*-hdy 2 )[=lx]/(i-\-p*)] = ds; on 

aura , dis- je , comme nous l'avons démontré (n°. J3 ) 
udu = dx — Vds. Je fais =6, & par conféquent 

n=J/20; ainfi la formule intégrale f-^- , qui doit 

■ 

être un minimum , deviendra r dx ^^ % m *'P ) ^ & 9 

J f y* 

fera donné par l'équation dù=dx — Vdx\/{ i-\-p*), 
d'où l'on tirera ô=coafi.-f-jr. — [Fdxy ( i+p*). 

DoncC = — ,L= — ,M=~ 
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, N=o y P= — / ; n 

rV(i+p*)> & fuppofant &V=zV'à\L 



Ni = o t Pi = 



Il nous faut trouvera; or ^ — ,11^= 

, (ef L ***Ldx= fe— J— -Si- . ; donc 

en prenant cette intégrale de manière qu'elle foit 
nulle lorfque x—a & y=b y puis faifant x=f & 



^ = g , on aura ff , & par conféquent /u= e J ~T~ f H— 

L'équation * devient 4P ( i ) = o, ou 
d(P + MP O==0i d'où l'on tire P-4-^P i=^ T> 

& u= = — — : i J * Endif- 

férentiant , on tire de cette équation à fx = 



On tire aufli de la première valeur de i/x = 

~J7h TTvT ; & mettant P our t* fa fecondt 

valeur, ^= <"^V^'3-*>™' _ 
" a9 mettant dans la première valeur de <fyt 

A 

Aaij 
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pour ceci dx — Vds % on a dp = 

(a i y/e y/[ «H-p a 3 — p)KVx ai dp 



A a* dp 

il ; d'où Ton voit clairement que p — == 

que par conféquent — — H il. Donc 

tfil/ôl/(i-r-P l )-P=^l/ ô ^ I + t 7 ); cettc 
équation , & la précédente qu'on peut changer en 

âtip às V'ds /.,.«« \ 

celIe . çi ^ = _ — i + — ; . 

fuffiront pour éliminer ^, F' & 9 ; car par les con- 
ditions du Problême V U W doivent être données 
en fondions de Ô , & on aura de cette manière l'équa- 
tion de la brachyftochrone dans un milieu réfiltant, 
comme une fondion quelconque de la vitefTe. Si, 
par exemple , la réfiftance eft nulle , V & F 9 font 
chacun égal à zéro , & les équarions précédentes de- 

. p a\dp ds 

viennent MK'= tf^+f) ' ~~ T^TT 5 

d où I on tire ■ =*= — i r, K ; r 

i , = "~V . Je multiplie de part & d'autre par 

t/Ci-t-J» 1 ) . 

dx\/(i+p>). ce qui me donne — t-blds 

d x , & intégrant , a» i J»+fr i i=c I — * , qui 
eft l'équadon de la cycloïde. 
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Le Problême feroit réfolu fi le premier & le der- 
nier point de la brachiftochrone étoient fuppofés fixes. 
Mais fi le corps doit defcendre dans le moindre tems 
poflible d'une courbe donnée à une autre courbe don- 
née , on aura , en remarquant qu'on peut fùppofer 
que G & n ne renferment que a des co-ordonnées 
qui appartiennent au premier & au dernier point ; on 
aura, dis- je, les deux équations [(£) — (^(i))]^*-** 
(P(i))dfc = o, & [C]//+[P(i)]dg = o, qui 

deviennent , en mettant cT — fa & ^g — 

dr àh 

pour àb & dg, — (P(O) — 

(A(i))ya + (P(i))fb=o 9 Sc([C] ^ [?(!)])// 

H-[P(i)]«Tg=o. Je ne m'occuperai que delà fe* 
conde équation qui eft celle qui convient au dernier 
point de la courbe. A ce point f*=0 % car la fuppofi- 

tionde*=/&de^==grendye J « — — =tf; 

donc au même point P(i )=P=— — , 

& C—pP(i)=C—pP= - / — .Doncen 

défignant par K ce que devient /a — — * au 

dernier point de la courbe, notre féconde équation fe 
change en celle-ci K«rf-+-K—- <Tg=o; d'où l'on tire 

~r = j~% & que quelle que foit la fonâion de la 

vitefle à laquelle la réfiftance eft proportionnelle , la 
brachyftochrone doit couper la courbe qui parte par 

Aaiij 
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fon dernier point à angles droits. Je pafTe au fécond 
Problème que je me fuis propofé de réfoudre. 

Le milieu réfiftant toujours comme une fondion V 
de la- vitefle , & demande la courbe le long de 
laquelle un corps doit defcendre , pour avoir à chaque 
inftant la plus grande vitefle poflible. On a l'équa- 
tion udu = dx— Fdx\/(i -f-/> 1 ), d'où Ton tire- 
en faifant ^]/"(i+ p *)=n,-^(=ô)==conft.-4- 

x — fndx. Mais fi u eft un plus grand, «* en eft 
un auiîî ; & le Problême eft réduit à trouver la va- 
riation de la formule intégrale fndx, ou n renferme 
une quantité d donnée par l'équation, d 0 = d x — 
ndx. On trouvera, en fuppofant dV ^f /r/ du = 

^ — ,L=Li= — l/d+r). M= 

u u 

= H*f "T - — i. Ceft pourquoi, à caufe de P-H 

r ru* 

/iPi=fl i , on aura HFpe J « =^i]/( I -H ?l )» 
& en differentiant , — — H 

H — = O. On remarquera que a 9 

(i-f-p a )=ir,& on verra aifément que l'équa- 

dp 

tion précédente fe réduk à celle-ci : — ■ — •+» 

sss o » d'où 1 on tire ■■ . . - = — 



uV 4 ~ Kkda 
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; lorfque la courbe fera connue , cette 



pdx ( 1 -hp* ) 

équation nous donnera la vitefle du corps à chaque 
inftant. Je fuppoferai pour Amplifier que la réfiftance 
du milieu eft proportionnelle à au 2 ', & que par 

conféguent = = y- ; donc 8 = - 

npdx(i+p*) * 
3 , &, en fanant — ndx=tdp, 0 = 

r/>(i-t-;> a ), d'où rfô=/)(i-Hp a )ir-r-^/7(H-3pO- 
L'équation d0=,i;r( i—aG"]/^ 1 devient 

idp aWtdp _ , 

<J fl = ^- 4 ^-5- ]/ ( 1 •+•/>*); & mettant pour 

f fa valeur, dd= — H- ~t**' t p R (l+p*Y**idp. 

J'égalerai les deux valeurs de d 8 , & j'aurai 

np(i+p x )dt-htdp(T+n+inp*) adp ^ 

1 a 

l'intégrale eft — r-^ h * !• 

On tire aifément delà — =p n (i+p*)\-— — ; 

& par confequent t = 1/ , 

t = J^l±£ll"l. Mais ixsa— — ; ^= 

î£l£_; Jonc x-=nb 1 — /— y = ci — 

- ; ces deux équations ferviront à conftruire la 

« ■ - 

courbe demandée. On remarquera que J /> étant égal 

Aa iv 
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à 2_ t H e ft néceflairement négatif, & 

que par conféquent la courbe doit être concave vers 
fon axe ; de plus fi les valeurs de p vont toujours en 
décroiûant depuis le premier point de la courbe, U 
faut qu'à ce point p ait fa plus grande valeur , & cette 
équation fervira à déterminer une des confiantes arbi- 
traires. 

Le corps en descendant le long de la courbe 
A M (Fig. 37), concave vers l'axe A P , la preffe 
avec une force qui eft la différence de la force cen- 
trifuge qu'a le corps à chaque inftant , & d'une force 
normale que l'on trouve en prenant fur la verticale 
MR une partie M R égale au poids du corps qui eft 
ici l'unité , & en décompofant cette force MR en 
deux autres KR & K M t dont l'une agit dans la di- 
rection de la tangente au point M , & l'autre per- 
pendiculairement à cette tangente. A caufe des trian- 
gles femblables MKR> m^M, on a la force nor- 

rnale MK = — ; pour comparer cette force 

à la force centrifuge, je remarque que Mm peut être 
regardé comme un petit arc de cercle qui a pour rayon 
le rayon de courbure au point M que je nomme r. Soit 
(Fig. 38) AF ce petit arc de cercle dont AE eft 
le finus verfe ; fi nous nommons la force centrifuge 

AE 

F t & que nous prenions (n°. 28) peur l'ex- 

( AF} X 

preflion de cette force, à caufe de AE=. — , 

z r 

(AF) x u* e 

& de u'= — — , nous aurons F= = — . 

dr ir r 

A E 

Mais en prenant ^ pour l'expreflion de la force 
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centrifuge , nous calculons dans la courbe rigou- 
reufe , au lieu que les calculs précédens ont été 
faits dans la fuppofition de la courbe polygone ; il 

faut donc faire F= . On fe rappellera que la 

r 

courbe étant concave vers fon axe , on a , en fup- 

dx ( t p 1 )* 

pofant dx confiant, r = ; donc.F=: 

— dp 

l6f fy = xn V t à caufe de dp= — 

npdx(\+p*) 

— ■ . La force normale que je nomme /= 

— - — ; donc F:/:: 2n : 1. 

Si n = r , ou fi le milieu réfifte comme la vitefle, 
F=f ; c'eft-à-dire que dans cette hypothèfe la courbe 
ne fouffrira aucune preflîon. On pourroit être curieux 
de favoir quelle eft cette courbe ^ à caufe de f = 

■ , on a x — b 1 — f ■ — ^ , 

p{a-haip)* J p{a-\-a\p)* 

y = c 1 — f- — . 1°. L'intégrale de — 

^ P — % ; 2*. A caufe de 



(a-haip) % ai(a-haip) 

1 r ai 



p(a-t-aip)* a*p a(a-f-arp)* 

at n idp i a-4-ai/j 

a x (a-haip)' J p(a-ha\p) x a 2 6 " p 

- . Or fi Ton fuppofe l'origine des co-or- 

données au point A , comme à ce point p doit avoir 
fa plus grande valeur poflible, on déterminera les 
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confiantes il & ci de manière qu'en faifant x 8c 
y chacun égal à zéro, on ait p infini, ce qui donnera 
évidemment b 1 = — log. a 1 , & ci =0 ; donc x= 

— log. , & y — 

a x 0 aip û(aH-aip) J 

- . En fubftituant dans la première équa- 

tion pour./» fa valeur tirée de la féconde, on a x=— • 

4- -i- log, . Mais dans l'hypothèfe 

préfente fl = i fuppofons qu'au point A t 

1 



É=&> on aura, à caufc de /> = — , t = 



o a x 1 



fli = — ;donc x— H — r Iog. 



t 

eft l'équation de la courbe cherchée qu'on conftruira 
facilement en faifant ufage des logarithmes. 

63. Le Problême de ce genre le plus général que 
l'on puiffe propofer , & qui renferme tous les précé- 
dens , confifte à trouver la variation d'une fondion 
v qui n'eft donnée que par une équation différentielle 
d'un ordre quelconque n = o entre y x , &c , p , q &c 

ce •* , — - = w, — ■ — = 7T , &c. Un aura cTn = o; 

ax ax 

& il ne s'agira plus que de tirer de cette équation la va- 
leur de Soit J s n = A<?7r-+-B<P7r , -{-Cf'rr"-h' 

&c + Mfx-l- Nfy-ï-Pfp-hQfq -h&c&cc; en 
confervant à la cara&ériftique d la même fignifica- 
tion que dans les articles qui précédent, on aura 
dxfyï=zdxdy-hdyfx, dx fp — dày -\-dpfx > 



Digitized by Google 



des Variations. 37p. 

dx fq — i (-ï—ddy) -{-dqfx, &c, dx^n = 

dxdTT^dir^x, dxfTr^ddTr+dTr'Sx, dx<t7r n = 

d Ç-^dd^+dn" Sx, &c; & par conféquent 
A d xdvr + B dd?r Cd {-j^-dd &c 

Ndxdy-t-Pddy + Qd (-^- ddy^-\-&c &c = o. 

Je multiplie cette équation par un fadeur & en 
intégrant je trouve fA*dxdTr-\-jB-*rdd7F-\~ 

fC<srd (-j^-d oV^ +&c-h/iV* dxdy-hfP *idy -H 

/Q d dy^ &c &c = confiante , équation 

que je transformerai facilement en celle-ci: 



dxd 



^B* ^-rf.C^ + &C^d7T 

ibs confiante — (A) 



&c^dxdy&ç 



4-(Q^— &c)^-rfd^ &c 
-h&c&c. 
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Je ferai (A) .7! 

A<r— 4~ d • B*+t- ' f T-*« — &c = o, 

dx dx \dx / 

& cette équation fervira à déterminer * ; on aura 
pour trouver cette autre équation : 

(B) (Br— ^.C*-t-&c)d*-HC*— &c) 

d J*--f-&c = conft. — A. 

dx 

On remarquera que s'il étoit poflible de trouver au 
moyen de l'équation A la valeur complette du fac- 
teur **• ; comme cette valeur complette renferroeroir 
néceflairement autant de confiantes arbitraires qu'il 
y a de lettres A, B , &c moins une , on auroit autant 
de valeurs particulières de que de quantités d?r, 
di*-, &c. En fubftituant ces valeurs fucceflïvement 
dans l'équation B , on auroit autant d'équations que 
de quantités d v , dd-x, &c, & par l'élimination on 
pourroit trouver dx. 

On propofe , par exemple , de trouver la variation 
àcfCdx, C étant donné par l'équation dC-i-Kdx=o> 
où K renferme C &y,x, &c, p , q t &c. On fera 
fCdx=ir, d'où l'on tirera £ = & 7r"-f-/C=n. 
Comme K ne renfermera que , on aura A-=o > 
C=i, D & les fuivantes chacune égale à zéro; 
& ¥ fera donné par l'équation — <i . .B ^-h 

d ^^-i.^=o, d'où l'on tire d* — B*dx=adx t 

& en intégrant une féconde fois * == ef Bi * 
ft~i***adx). A caufe des deux confiantes arbi- 
traires , j'ai deux valeurs particulières de ¥ , favoir 
*lsse/*'* a *z=tt***ft-I***ixi foient Ai 
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& A 2 les deux valeurs correfpondantes de A , j'aurai 
les deux équations 

^•n * t i àà* 

(5*1 ^i^ijdTr-H^i — ■ — =ai — Al ; 

dx dx 

(2**2 — — ^*2)d7r-i-*2— — =42— Aa; 

d'où il me fera facile de tirer par l'élimination 

d Tr=a i ft-f***dx—a 2-+-A2— A ifrf Bdx dx. 

J'intégre f e~f Bdx dx de manière à avoir la confiante 
H, & à caufe de d^=cTîr — Trfx^zffGdx — Cfx 9 
j'ai SfCdx= conft. -f-^-r-r- A2 — ffAi. Mais 
N*2—HN*i=—NefBi*(H—frf Bi *dx) t & 
a-'nfi des autres; donc fi je fais pour abréger 
tf*i*(H—fc-f***dx)z=n. j'aurai 

SfCdx=conA.+Cfx— /(Nu— -f-d.PfA+3cc)dxdy8cG 

' — (Pu — &c)djy&c 

— &C&C. 

Si £ étoit donné par 1 équation du fécond ordre 
i (~^)+K<i.r=o, cu K renferme G , & 
y 9 x,p $ q % &c; on feroit /£dx=x9r,d'où C=î/, 

^ « V / IN.» .A 

— - = ^ ,n 4-K=sn. Or comme 

dx dx 



K ne renferme que V, <* & y , x t &c ; on auroic 
A= 0i D=r " 
à zéro * & * 



^=o,D=i,Ë & celles qm fuivent chacune égale 
p feroit donne par l'équation — 
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tireroit (*). . . B* — d . C* -f- —d (4~d * ^ = 
On auroit enfuite , pour trouver d?r, l'équation 
(t). ad7r+(c*—^d*^-^dd'T+ 

*4~à (4~ dd7r) = conft. — A, 

Si on trouvoit une feule valeur de * qui fatisfït à 
l'équation a dans l'hypothèfe de a = o , on auroit 
par la méthode du n°. 40 l'intégrale complerre de 
cette équation, & par conféquent la valeur complette 
de ^ qui renfermeroit trois confiantes arbitraires. On 
auroit donc trois valeurs particulières de & fubfti- 
tuant ces valeurs fucceflivement dans l'équation b , 
on trouveroit trois équations au moyen defquelles 
il feroit facile d'avoir d*. Je ne poufferai pas plus 
loin ces applications , car on doit voir comment il 
faudra s'y prendre dans des cas plus compliqués ; &* je 
pafle à des Problèmes d'un genre différent, qui vont 
nous faire découvrir une autre branche du Calcul 
des Variations. 

. 6q. Soit une furface courbe rapportée à un plan 
fixe par trois co-ordonnées perpendiculaires f , y & 
x; je mené à cette furface une normale que nous avons 
démontré (^.42) être égale à i-f-m'-M 1 ), 
lorfqu'on fuppofe d\ = mdy-t-ndx. On verra ai- 
fément que l'élément de la furface eft au petit rec- 
tangle dx dy :iï\/(i'+-m*-i-n i ):i t d'où l'on tire 
que l'élément de la furface — dxdyy (i+m'-fn 1 ); 
quant au petit prifme qui eft l'élément du folide enve- 
loppé par cette furface, il eft égal à \dxdy. Or fi Ton 
convient de fe fervir des deux fignes S &/pour indi- 
quer deux manières différentes d'intégrer une fonction 
propofée, l'une en ne faifant varier quej, l'autre en ne 
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faifant varier que x , on aura la furface entière égale à 
fSdxdy]/ (i-f-m'H-H 2 ), & la folidité ïjS^dxdy. 
Il faut remarquer que fi Ton a JSG dxdy = V> 
on aura auffi SJCdxdy — f ; car on tire de la pre- 

d V d*V 
miere équation C= -— — , de l'autre C=— 2 

dxdy dydx 

& , comme je l'ai démontré , n°. 3 1 , ces deux quan- 

d*V d*V 
tités — , -3—3 — font identiquement les mêmes. 

dxdy dydx 

Cela pofé , je propoferai de réfoudre ce Problême: 
Trouver la furface qui eft la moindre de toutes celles 
qui ont un périmètre donné, • 

Je fais pour abréger }/( 1 -t-m 2 +n 7 )=u , & la 
formule qui doit être un minimum eft fSudxdyi 
donc ffSudxdy ou fSdxdyfu=o. Mais cTk= 

~ m m ~ f " /7 , ainfi il faut d'abord trouver les va- 

u ... 

riations des différences partielles m = J~ , n — 

On fe rappellera que j'ai démontré au com- 

y-* . . - , 

rrencement de ce Chapitre que la caradériftique d 
dcfignant une manière quelconque de différentier une 
fonction ^, on a </ x df=dc/ N f ; or ce théorème donne 
évidemment que la variation de la différentielle d'une 
fonction \ , cette différentielle étant prife par rap- 
port à une des variables que la fon&ion renferme, 
eft la même chofe que la différentielle de la variation 
de la différentielle étant prife encore par rapport 
à la même variable ; ou, ce qui revient au même que 

t^lX.f&^'ÎL, Donc , 9m 

• dx dx dy dy 
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— I -h — r-—" — 7— ] ; & l'équation du mz- 

u \ à y à y dx dx J 



à y à y 

r Q dxdy f dx d*x dx d*x\ 
mmum fera/ ^_^__ + __J=o. 

Il ne faut point perdre de vue que le figne S défigne 
l'intégrale prifepar rapport à y feulement, & comme 

. . dxdy dx d^x , « r • > 

dans le terme ; — , c elt y leul qu on 

u dy dy J ^ 

regarde comme variable, on verra qu'on peut fe fervir 
ici des mêmes transformations que ci-defïus , & écrire 

ç dxdy dx d<?x dxdy dx * 

^ u dy dy u 'dy 

§ d xdy — ^ï' on trans f° rmera de ' a rnéme 

manière / - — en — «r ? — 

J u dx dx u dx 

d x g y 



J*dxdy ^j—- — <Tf; & on aura f§ 

(• d? d*t . àx dt^ \__^dxdy ^ _^ 
dy dy dx dx J J u dy 1 

S dxdy dç rc> ( Vu dy J , 
—Z--dx~^~J^\ Ty h 

u dx ^dxdy<?x=O.Si on fuppofe que le premier 



dx 

& le dernier f font donnés , cette équation fe réduira à 

qui 
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qui devant avoir lieu quelle que foit la variation mar- 

quée par donne - " 3 --\ V ■ £ _ 0 

dy dx 

d(m:u) d(n:u) 

Jf 1 Tx — =0î a PP rencJ la fur- 

face qui eft un minimum doit être telle que ' 

mdx — ndy 

Vo-mf-m») ° ic Une différentielI e exade , auffi 
bien que mdy-i-ndx. 

J'ajouterai cette condition , que lafurface cherchée 
foit un minimum entre toutes celles qui forment des 
fol ides égaux. On aura cette féconde équation 
fSdxdySi=zo, & on verra clairement que l'équa- 
tion qui réfoud ce fécond Problème eft d{m:u) + 

d(n:u) ' . 
— — =a, a étant une confiante arbitraire. En 

général, il s'agira d'intégrer l'équation aux différences 
partielles (a) . .~ fc % 

or fi on fe rappelle ce qu'on a dit (n°\ 5*4 & y y) f ur fii 
nature de ces fortes d'équations , on verra qu'il doit 
y avoir une infinité de furfaces qui fatisferont à l'un 
& à l'autre Problême» - 

La furface de la fphere eft une des furfaces qui erf 
un moindre entre toutes celles qui ayant un périmètre 
donné , forment des folides égaux. Én effet, fon équa- 
tion eft ?»=r f — **— y\ d'où l'on tire -~-=— 

• , dx 

Eb 
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, îli2L-, — — L- = — ; en fubftituant 

deux valeurs dans l'équation a , on a — 

ou j*«+-jf*-H*»œ équation d'une fphere donc 

le rayon eft La furface du cylindre dont l'équa* 

tion eft f »=:!•*— 7* eft auflî une de ces furfaces. Car 
iL- 0 jlL _JL ±L-o *« cr,-- 

-2 — , — ~ =b; & en fubftituant ces valeurs; 

àxàj % 

l'équation a devient — ( f a -i-^ 1 ) = a ( {* )*, 
ou ? +y x = -i-. Mais nous ne pourrions pas nous 

étendre davantage fur cette partie intéreftante du Cal- 
cul des Variations , fans auparavant traiter des équations 
aux différences partielles avec plus d'étendue que nous 
n'avons encore pu faire. C'eft pour les mêmes raifons 
que nous n'avons dit que très-peu de chofes au com- 
mencement de ce Chapitre fur la manière de trou- 
ver les variations des fondions données par des équa- 
tions aux différences finies. Nous le terminerons par 
expofer un principe démontré par M. Euler à la fin 
de l'Ouvrage fur les Ifopérimetres dont nous avons 
parlé plufieurs fois ; principe que M. de la Grange a 
depuis beaucoup général i fé, & dont il a fait les plus 
belles applications dans le fécond volume des Mé- 
langes de la Société Royale de Turin. 
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8jf. Un corps dont la mafle eft M fe mouvoit dans 
la dire&ion Tr ( Fig. 3P ) avec une certaine vitefle, 
lorfqu'arrivé au point A , il a été détourné de cettê di- 
rection par une force tendante vers un centre S, 3c 
a été obligé de décrire Porbite curviligne A P qui eft 
toute dans un même plan. J'imagine le corps en JF\ 
& qu'à ce point fa vitefle eft u ; puis je nomme le 
premier rayon ve&eur SA, b; celui SP,y 9 l'angle 
ASP, x\ l'arc AP, 1, & <p la force centrale que je 
fuppofe être proportionnelle à une fonction de la 
diftance au centre. Cela pofé, voici le Problême qu'il 
s'agit de réfoudre : Entre toutes les trajedoires que 
le corps peut décrire , trouver celle pour laquelle la 
formule intégrale fu à s eft un plus grand ou un moin- 
dre; on fuppofe que le premier & le dernier point de 
cette traje&oire font donnés. 

Dans chaque inftant infiniment petit , la force cen* 
traie fera parcourir au corps une petite ligne dy\ 
on aura donc udu — — 407, ou, faifant pour abré- 



ger— «=î, J8=— <pdy & fl==c— fody. De 

plus, on fait que ds=\/ [(d.AMy+(d.MPy]; 
d'où Ton tire (à caufe du triangle re&angle SMP P 
qui donne AM=b — y cof. x, MP=y Gn.x)ds=a 

dy*) % ou faifant -^==/>, dssst 

u X 

dx\/(y % +p*). Ainfi la formule intégrale fud$ 
devient f dxyï ()y (y 1 -*- p*) ; ôc comme /> dy n'eft 
pas une formule intégrale indéfinie, puifque par l'hy- 
pothèfe <p n'eft fonâion que dey, nous nous fervirons 
pour réfoudre le Problème des équations, du n°. 55?» 
On fera C=]/a6 j/c^+p 1 ); &, à caufe de 

Bbij 
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38S De la Méthode 
on aura M=0, iv=3 — 

jLZ^i 6 —, P= -igil . J|f étant égal à 

zéro, on fe fervîra de l'équation £=i'-+-P/>(n 0 . 6o). 
& on aura dans ce cas-ci ]/2i\/ (y x -+-p x ) = 

V +-££^> 0*y*V2*=*bV(y*+r}. En 

nommant g la vitefle au point A, & m le finus de 
l'angle que la tangente à ce point fait avec la ligna 

A d ' MP f 

SA , on aura au point A , - — g f «s 

rfy (în. x -hyâx coC.x \ m 
— dycoùx+ydx Cm. x ) v/(i_ m a ) ' * 

(dy \% à*g* 
-j^-J — 1». Mais à ce point x=o, 

ce qui donne fin. x—o & cof. #= 1 -, on y a donc 
auffi ~r ls=s— — — , d'où l'on tiret' =hem. 

Ainfi la courbe demandée aura pour équation 
y*V r 2t=bgm\/(y'-\-p 2 )i & il fera facile de 
faire voir que cette équation eft celle de toutes les 
trajectoires décrites en Vertu d'une feule force ten- 
dante vers un centre. 

On démontre que, S étant le centre de la force, 
les arcs AP & AQ tfuhe trajedoire quelconque ont 
été décrits dans des tems qui font entr'eux comme 
le fefteur ASP eft au fedeur^SQ. En effet, fi le 
corps en fe mouvant uniformément , a parcouru dans 
le premier in liant (nous entendons par ce mot une 
partie déterminée du tems) la corde A a , dans l'inftant 
fuivant, il parcourra aV=Aa fi rien ne l'en em- 
pêche, Mais il eft détourné de cette direction par un 
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coup de la force centrale, & il eft obligé de parcourir 
la corde ad qui eft la diagonale du parallélogramme 
abdb\ Arrivé en d, il parcourroit dans le troifiéme 
inftant dc=ad , fi un fécond coup de la force cen- 
trale ne l'en détournoit, & ne l'obligeoit de parcourir 
la corde d a" qui eft la diagonale du paraWplogramme 
de a" c; & ainfi de fuite. Il eft à remarquer première- 
ment que le corps, en fe mouvant de cette manière, 
eft toujours dans un même plan ; fecondement , que 
le polygone qu'il décrit eft concave vers le centre S; 
troifiémement , que le triangle aSd, qui eft égal au 
triangle aSb' , eft auflï égal au triangle A Sa , que le 
triangle a'Sd', qui eft égal au triangle d Se 1 , eft égal 
au triangle a Sa , & ainfi des autres. Il fuit évidem- 
ment de la dernière propofition , que deux portions 
quelconques ASP, ASQ du polygone décrit autour du 
centre S, font entr'elles comme les tems que le corps a 
mis à aller de A en P, & de A en Q : or comme cela 
feroit encore vrai, quelque fût le nombre des côtés du 
polygone , lequel nombre on peut faire auffi grand 
qu'on voudra, en prenant pour l'inftant une aufli petite 
partie du tems qu'il fera nécefTaire ; il eft démontré 
ue les fe&eurs ASP, ASQ, qui font les limites 
es portions ASP, ASQ de tous ces polygones, 
font entr'eux comme les tems que le corps a mis à 
décrire les arcs AP & i4Q. On tire des deux pre- 
mières propofitions que la trajeéèoire doit être toute 
dans un même plan , & que de plus elle doit être con- 
cave vers le centre. 

Donc fi dans la trajedoire AP on prend deux fec- 

teurs infiniment petits ASa, PSp; on aura -"-jp: 

fe&. ASa :feâ:. PSp. Mais en regardant le fefteur PSp 
comme fini, & SO étant peroendiculaire fur la corde Pp 

Bb iij 
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3$>o De là M é t il o n k 
prolongée s'il eft néceiïàire , à caufe de SO=**SP 

fin. SPO & de fin. SP0 = ^^,onaSO= 

corde " p 

SP.Sp. m & par conféquent le triangle PSp 

corde Pp 

égal à ^yP- fin,p ^ f a if a nt dans cette expref- 
fion Sp=SP & fin. PSp=dx> on a le petit fe&eur 
TSp qui eft égal à - . On trouvera de la même ma- 
nière feft. ASa=A a.^-\ donc — izbmi 

y <*.*•, d'où l'on tire j'j/^ô = frg m l/^Y 1 -*-?*)» 
qui eft identiquement la même que celle qu on a eue 

Srécédemment. Donc quelle que foit la traje&oire 
écrite en vertu d'une feule force tendante vers un 
centre, la formule intégrale indéfinie fu ds fera tou> 
purs un plus grand ou un moindre. 

De l'équationy]/2$==zb'\/(y t -t-p 1 '), on tire 

e — f<pdy = ^ — -j, &, en différen- 

tiant , que la force centripète eft proportionnelle a 

LY4LY__L4L^^.Enf U p. 

fl \ dx J y* dx dy v 
pofaot que le point S eft le foyer d'une feâion co- 
nique dont le point A eft le fommet, & en nommant 
t l'excentricité de cette courbe , on a généralement 

t c -H b + c cof. x . , 

— _ — ; & on trouve, en chaflant 

y xbc+-b~ 

d x de la formule précédente , que la force centri- 
pète qui tend au foyer d'une fedion conique agit 
dans la raifon inverfe du quarré de la diftance à ce 
foyer. 



— + 
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Af 

Je fuppofe <>=2-— , & je mets dans l'équation 
c ~f^ i y = — ( < ^ + —^) poatftiy ceci 
- — , ce qui donne cH = ( — 7~ -f- 



Soit — = r, — = ir, & l'équation précé- 

^ — — rft 
dente deviendra dx= — ; où, 

faifant t tt 383 *'» elle deviendra d#=s 

jr: jj; r- » & cette dernière a pour inté- 

grale complette *=* i+i4 cof. ^2c4-— 
Donc t'= J^^^acH — yT") coC(#— ai), & 

par conféquent es -4- ^2C+ -^-^ . 

cof. (* — ai) - r „ 
- . On le rappellera que u* = 2 c + 

; or fi dans cette équation on fait y = b & 

on déterminera la confiante arbitraire e qui 

fera égale à ~ j— ; & fubftituant cette valeur, . 

Bbiv 
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1 M 

on aura pour l'équation de la traje&oire — = — 

iM M* \ cof (* — ai) 



K(r-~£--£)- 



" ' °° 

déterminera la confiante a 1 par cette condition qu'au 
pointé, y=b & x = o. 

Mais pour comparer la dernière équation avec 

11 • 1 C J± b H- c c °f- * • r r • » 
celle-ci — = — ^ ^ ^ a , je fuppoferai qu au 

point A la tangente (bit perpendiculaire à SA , ou 
que m=3i, ce qui donne, en mettant bg pour i\ 

« — = — h { ~ : ) col. — £ i).De 

plus, au point A — = + (— — g^r ) 

cof. a 1 , d'où l'on tire cof. tfi = i& ai=0; donc 

t M 

Péquation qu'il s^agît de comparer eft — = — h 

^ — jnr) c0 ^ # x * ^ n a ^ onc * es ^ eux ^q ua ~ 

M c 1 
tions . - = & — . , = — 

ibcztb* b*g* . xbcz±b* b 

M • 

_ qui font identiquement la même choie , 6c 

v . M t c —4" £ n 

à ou 1 on tire g 1 = — — . — m— Or fi nous nom- 

mons K la hauteur dont il faudroit qu'un corps, 

M 

poufle conftamment par la force tombât pour 
- acquérir la vite/Te g , nous aurons g' as -^7^-* Donc 
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ai * ic-f-5 
'I . dans lellipfe 2K=b .——ç- , d'où Ton tire , 

en nommant a le grand axe 2C-+-2& de cette or- 
bite qui eft néceflairemenc une quantité pofitive, <z= 

' b ' _£ > * <3 ue * doit être moindre que i, pour 
que le corps décrive une ellipfe ; 2*. dans l'hyper- 
bole 2K=ii — — d'où l'on tire a—-J?—- , 

& que K doit être plus grand que b pour que le corps 
décrive une hyperbole; dans la parabole K=t. 
Les planètes principales décrivent fenfibîement 

•des elliples , & on a £ = — — — — • Cela 

1 6 

pofé, je reprens la proportion — :dr :: — : feft. 

PS P , d'où je rire dt^a.PSp. fgg^ . 
& que le temps de toute la révolution que je nomme 
T, eft égal au produit de —gggïL^ par 
l'aire entière de l'ellipfe que I on fait être égale à 



y/M. 

on tire delà que les temps périodiques dans des el- 
lipfes différentes font entr'eux comme les puiflances 
\ des grands axes , & que par conféquent les tems 
périodiques font les mêmes dans les ellipfes & dans 
les cercles dont les diamètres font égaux aux grands 
axes des ellipfes. 

On a auflî dt=~— — - — r , & mettant 



3P4 De la Méthode 

pour, & valeur c ^ cco£g > dt = 
i 

■ w V 1 . Si je fais cette propor- 

v'M.(c-j-J-f-ccof.x)» ' r r 

tîon T:36o°::f:X, «X fera l'anomalie vraie de là 
planète dont x eft l'anomalie moyenne ; & on aura 
entre ces deux quantités l'équation dX=t 

*.(tbc+b*y.(c + by ix - 
-trrs : r- » ou, parce que T= 

t/M ■ (c-+-*-hccof.x)* # 

Non-feulement la formule intégrale fuis eft un 
plus grand ou un moindre, mais elle eft toujours 
»n moindre , ce dont il fera facile de s'aflûrer en 
fubftituant dans cette formule pour y une valeur tirée 
de toute autre équation que de celle de la traje&oire. 
C'eft pourquoi le principe en queftion eft connu des 
Géomètres fous le nom de principe de la moindre 
aéfcion ; le voici énoncé généralement. Si des corps 
dont les maiTes font Af, A4' , M" , &c, étant animés 
par des forces quelconques, & agiffànt de plus les 
uns fur les autres par une attra&ion mutuelle, dé- 
crivent , dans Tinftant d{ , des arcs ds , ds\ ds" , &c, 
avec des vitefles u> u , u", &c; la formule intégrale 
f(Muds+MWdS-h M"u N ds'+dcc) fera toujours 
un moindre. 

Nous ne fuppoferons que trois corps pour Am- 
plifier , & nous rapporterons les trois orbites à un 
même plan , qui fera celui de la planche, au moyen, 
pour cnacun de ces corps , pour le corps M , par 
exemple, de trois co -ordonnées perpendiculaires 
(Fig. 40) AM(x) % MN(y), NP(?)> & nous 
nommerons lt t y\ {' & $f t y* , ? les co* ordonnées des 
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orbites des deux autres corps M 1 & M". Quelles que 
foient les forces qui animent le corps M, on peut les 
réduire à trois , dont l'une P agit dans la direction des 
x % la féconde Q agit dans la direction des y , & la 
troifiéme il agit dans la direction des \ ; foient auffi P', 
Q', R & P", Q", R 1 les trois forces dans lefquelles 
on décompofe toutes celles qui animent les corps M 9 
& Af". Mais nous diftinguerons les forces d'attrac- 
tion mutuelle , & nous nommerons <j> la force d'at- 
traâion, & t la diftance entre M & M'; <p' la force 
d'attradion , & tr la diftance entre M & M" ; V la 
force d'attraétion , & r" la diftance entre M 1 & NT. 
Cela pofé: 

A caufe de Sfuds=ff(uds)=f(udfs + 
fuds)=s:(en mettant pour ds fa valeur udt) f(udfs-ï~ 
ufudt), on a l'équation f(Mudfs-+-M udSs'-{- 

& il s'agit d'abord de trouver la valeur de Mu Su -H 

principe de la confer- 
vation des forces vives que nous devons à Huyghens, 
la fomme des produits des m a (Tes par les quarrés des 
viteiïes à chaque infiant , eft égale à la fomme des 
produits des mafles par les quarrés des vitefles ini- 
tiales , plus les quarrés des vitefles que les corps au- 
roient acquifes, li étant animés par les mêmes puif- 
fances, ils s'éroient mus librement chacun fur la ligne 
qu'il a décrite. Ce principe donne Mu*+ AlV a -f- 
M V'= AfgM- M g' 1 -HWy a ~ 2 Mf(Pdx+Qdy-h 
Rdtf— iMfCP'dx'-hQdy+R'dï)— 2M n r(t"dx n + 
Q"dy"+R"df)— 2 MM t f*dr—2MM"f*'d*' — 
2M'M"f<ïd<r" , g, g de g étant les vitefles ini- 
tiales de chacun des corps, d'où Ton tire Afu<Tu«4- 
M ' u'f u M " uV u" == — AT«T f( P d x Q dy -4- 
Rdv— M'SftP'dx+Q'dy'+R'dï) — M^f^dx'^r 
Q u dy''+R n dï')—MM / ff<i d*—MM n Sfc?d<r'— 
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M'M'ffQ'd*". Je fuppoferai que $ eft fonction de 
r , qf fondion de <r , $ fonÔion de r"; que Pdx-±> 
Qdy^ Rdf eft une différentielle exacte , & ainfi 
des autres. Cela fuppofé, ff<pd<r(—ff(Qdr) = 

/(<!> d </V -h f<pd r)=<p «T T+f(fQd <r — d<pf r)>= 

$eT<r, car — - = - — , d'où l'on tire lorfque <* eft 

fonction de «*, <P<pd<r — ^^^^ = 0; on démontrera 
de la même manière que cr/<py<r'==Vc/v', <Tf<p"d<r lt = 
<j>V<r\ Secondement <Pf(Pdx + Qdy -hRdi) = 
/( P d S *• -f- cf P d x Q ^ «fy 4- <^ Q dy R 4 / î + 
«T K d \ ) = P / x -I- Q iî cT ^ H-/( «T P <f x — 

dP<rx+fQdy—dQ.fy-i-fRdï— dR^f); mais 

r jd <* p j à? . dP , 

C JP=— rfx + — - Jy+-— d?, on a /P= 

<2x ^ *t 

7*~^* + l^^^"T~" & a!n ^ ^ autres; 

donc , a caufe de = -~- , — -= — — , — = 
dR 

— - qui doivent avoir lieu , puifque par f hypothèfe 

Pdx+Qdy-+-Rdi eft une différentielle exode , on 
aura 

*Pdx— d P/*= ~ {dxïy—dytx) -f- ~ ( fo/^ — <ty* ) , 
*Qiy—dQtj,=—(djt»—dxiy)-i- — (dj,^ — d?j ) , 

dR dR 

/ Rd z — dRsx = j-( dp* —àxf l )+--( â& — dft ) . 

Il eft clair que la fomme de ces quantités eft zéro, & 
que par conféquent Sf(Pdx + Qdy-+-Rdî) — 
PeTAT-f-Q^-t-fiJ^, lorfque P dx-\-Qdy -f- Rd\ 
eft une dilfsrentielle exade» Il en fera de même des 
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autres , & on aura Mufu-hM , uJ K u-t-M"u"<Pu"=s 
— MPSx — MQfy — MRfi — M' P' S x' — 
M QW — M'R — M "P" S x" — M" Q" <T y " — 

il ne faut pas perdre de vue les hypothèfes que 
nous avons été obligés de faire pour parvenir à cette 
équation. 

Imaginons en F (Fig, 40) le fécond corps, & que 
AM\ M'N', N'P' font les coordonnées de fon or- 
bite ; en tirant Nn & P** perpendiculaires l'une fur 
MN\ l'autre fur iv'P', nous trouverons P P 1 ou 
r = 1/[(Pnr) i 4-(f'<«r) ï ]=»(à caufe de f«r=a 
u (P<*) 2 = (NN')> = (Nny + (N'ny = 
(S— x)*+(y'—yy) V[(x'— xy+(y'—y )*-h 

— f )■]. On trouvera de la même manière «-'=3 

l/[(^-^J--4-c/-/)» + (f-t>]; d'où il 

fera facile de tirer f<r t JV & <T<r" # 

L'élément ds de Voj-bite du premier corps eft 
égal à l/(dx z rfjy 1 -HÏf* ) 5 donc d<P s — 

w+Wa-Mija» En fubftituant cette va . 

leur dans la formule / ui/j , on aura Y f —JJ~ 
J^L ^/yH — ÎLL^^ qu'on changera facilement 

& ainfi de /V<*<Tj' & de /u"<f<T j". 

Maintenant nous fuppoferons que le premier & le 
dernier point de chacune des trois orbites font don* 
oc s , ce qui aous donnera la facilité de négliger cous 



398 DX LA MÉTHODE 

les termes qui font hors du figne intégral; or , comme 
il n'y a pas de relation donnée entre les co-ordonnéei 
x , y . ? , &c , nous égalerons à zéro les coefficiens des 
variations J\x , J'y, / &c, & nous aurons pour déter- 
miner les trois orbites neuf équations qui deviendront, 

en mettant pour , &c , leurs valeurs -—- , &c, & 

faifant dt confiant , celles que voici: 

m+ (p—M* . *t* - m* . df=o, 

i>y'+(<£-M<f . M V • : * :: =^) dx«=Q. 

d*f-r- (K'+^V • ^p~4-M'J . 

Ces neuf équations font celles du Problême des 
crois corps pris dans le fens le plus général ; & comme 
nous n'avons que dix inconnues , nous pourrons tou- 
jours parvenir à des équations entre deux variables 
feulement» qui feront telles quelles doivent être pouc 



Digitized by Google 



dbs V AJt.f A Ta o if, jop 

déterminer le mouvement & la pétition refpeâivc 
de chacun des corps à chaque inftant. 

Newton nous a appris que les parties de 1a matière 
s'attiroient réciproquement en raifon inverfe du quarré 
des diftances ; & il eft démontré maintenant qu'il 
fuffit de fuppofer cette attra&ion mutuelle entre les 
différent corps qui compofent le fyftême planétaire 
pour rendre raifon de leurs mouvemens. Ainfï , pour 
trouver les vraies équations du Problême des trois 
corps , relativement à l'Agronomie phyfique , il fau- 
dra faire dans celles qui précédent P, Q, Ri P', Q\ 



i 



Ki P\ R" égaux à zéro, & « = — , 4>'=» 

De plus, les Aftronomes, au lieu 

des co-ordonnées perpendiculaires x , y , % 9 intro- 
duifent une droite SN(Y) qui eft la projedion du 
rayon vedeur de l'orbite fur le plan donné de po- 
fition, & deux angles ASN(X) 9 PSN(Z) > donc 
l'un <eft la longitude, & l'autre la latitude de la pla- 
nète. Or les triangles reâangles SMN, SNP donnent 
(en nommant SA» b) x=^b — Y cof. X, y=Y 
fin.X, f=nYtang. Z; donc 

x ' — *=r cof. x— r cof.x', 

x"—x = Y cof. X—Y" cof. X", 
*^Y'cof. X'— r cof. X". 

y — y=Y f fîn.X'— Y fin. X, 
/— ^= Y" fin.X"— Y fin. X, 
/— y=!Y"fin.X"— Y'fin. X', 

— i =m Y' tang. Z — Y tang. Z ; 
f — i = Y" tang. Z" - Y tang. Z , 
f — *'=Y" tang. Z"— Y' tang. Z'. 
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Les fubftitutions qui retient à faire n'ont point de 
difficulté , & les recherches fur le Sy ftéme du Monde 
pourronr*toujours fe réduire à de (impies Problèmes 
de Calcul Intégral. Il en feroh de même de tello 4 
autre quefiion que nous nous ferions propofés de ré- 
foudre, en faifant ufage de la méthode expofée dans 
ce Chapitre ; & nous croyons avoir rempli notre 
but principal , qui étoit de prouver que pour faire 
quelques progrès dans l'étude des Sciences Phyfico- 
Mathématiques , il faut auparavant s'inftruire des dif- 
férentes parties du Calcul Intégral dont nous avons 
parlé dans le Chapitre précédent. Nous ofons donc 
efpérer que la féconde partie dç cet Ouvrage ne fera 
pas lue avec moins d'attention que la première. 



Fin de la première Partie. 
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